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第 5章 雷达抗干扰

在实际应用中，雷达系统往往受到各种干扰的影响，这些干扰可能来自环境噪声、

其他信号源或系统本身的非理想特性。本章将介绍几种常用的抗干扰技术，包括最小

二乘法、独立成分分析和主偏度分析。

5.1 最小二乘

设有无源相控阵雷达，其和通道和差通道的接收信号向量分别为

x = r + g + n1 ∈ CL×1

y = αg + n2 ∈ CL×1

其中，r是目标信号，g 是干扰信号，n1 和 n2 分别是和通道和差通道的噪声。我们

知道，和通道往往是指向目标的，因此可以同时接收目标信号和干扰信号，而差通道

在目标方向上接收干扰信号的能力较弱，因此，可以认为其接收到的信号主要是干扰

信号。

由于参数 α是未知的，我们可以通过最小二乘法来估计它。最小二乘法的目标是

最小化以下损失函数：

J(α) = ∥x− αy∥2

对 α求导并令其为零，可以得到最小二乘估计：

α̂ =
xHy

yHy

代入，可以得到去干扰后的信号：

r̂ = x− α̂y = r + g + n1 −
xHy

yHy
(αg + n2)

= r +
σ2

α2 + σ2
g + n1 −

α

α2 + σ2
n2.

不难发现，去干扰后的信号仍然包含干扰成分，但其幅度被缩小了。并且，噪声 α越

大，去干扰后的信号越接近目标信号。

实际应用中，和差通道之间的关系可能并不是简单的线性关系，如下所示：

x = r + g + n1 ∈ CL×1

y = f(g) + n2 ∈ CL×1
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其中 f(·)是一个系统。不妨假设 f(·)是一个线性系统，则可以用矩阵表示为

f(g) = Gw

其中G是由 g生成的矩阵:

G =


g0 g1 · · · gN−1

g1 g2 · · · gN
...

...
. . .

...
gL−N gL−N+1 · · · gL−1


T

而 w是系统的权重向量。

因此，同样利用 y构造矩阵Y，我们可以得到如下的优化模型

∥x−Yw∥2

对 w求导并令其为零，可以得到最小二乘估计：

ŵ =
(
YHY

)−1
YHx

该滤波器便是维纳滤波器（Wiener Filter），它可以有效地抑制干扰信号，并保留目标
信号。

当需要进行实时处理时，维纳滤波器的计算复杂度可能较高，因此可以考虑使用

自适应滤波器，如最小均方（LMS）算法。设 xn为和通道第 n个采样点，yn为差通

道第 n时刻，前 N 个采样点构成的向量，则 LMS算法的目标函数为：

Jn(w) =
∣∣xn −wHyn

∣∣2
对 w求导，可以得到梯度下降法的更新公式：

wn+1 = wn + µenyn

其中，µ是步长因子，en = xn −wH
nyn 是估计误差。

5.2 独立成分分析

对于一个大小为 p × n的白化后的数据 X，FastICA算法的基本思想是找到一个
投影方向 u ∈ Rp×1，使得投影后的数据 uTX的某种非高斯性指标尽量大，相应的优

化模型为 max
u

G(uTX)1

s.t. uTu = 1
, (5.1)

其中 G(·) 是用于衡量数据非高斯性的函数，常用的非高斯性衡量函数包括 x3，x4,
log cosh(x)，−e−x2/2等. G(uTX)代表对向量 uTX中的每一个元素都用函数 G(·)进
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行非线性映射从而得到一个新的向量. 可以验证，当G(x) = x3时，优化模型 (5.1)中的
目标函数 G(uTX)1正好对应数据在 u方向的偏度（详见??公式??）；而当G(x) = x4

时，该目标函数则对应了数据在 u方向的峭度.

FastICA采用牛顿迭代法求解模型 (5.1)，首先构建如下的拉格朗日函数

L(u, λ) = G(uTX)1+
1

2
λ(1− uTu), (5.2)

L(u, λ)关于自变量的导数为
∂L(u, λ)

∂u
= XG′(uTX)T − λu, (5.3)

L(u, λ)关于自变量的黑塞（Hessian）矩阵[HYVARINEN2000411]为
∂2L(u, λ)
∂u∂uT

= X diag
(
G′′(uTX)

)
XT − λIp

≈ 1

n
XXTG′′(uTX)1− λIp

=

(
1

n
G′′(uTX)1− λ

)
Ip.

(5.4)

其中 G′(·)和 G′′(·)分别表示 G(·)的一阶和二阶导数，它们的大小均与自变量的大小
相同1.

根据 (5.3)和 (5.4)，利用牛顿迭代法，我们可以得到如下的迭代公式

u←u−
(
∂2L(u, λ)
∂u∂uT

)−1
∂L(u, λ)

∂u

=u− XG′(uTX)T − λu
1
nG

′′(uTX)1− λ
.

(5.5)

由于接下来我们还需要对 u进行归一化，因此在 (5.5)右边乘以
(
1
nG

′′(uTX)1− λ
)
并

不会影响最终结果，所以可以将 (5.5)改写为

u← 1

n
G′′(uTX)1u−XG′(uTX)T. (5.6)

根据 (5.6)给出的迭代公式，我们可以得到 FastICA求解第一个独立成分的具体步
骤（算法 5.1）.

算法 5.1 FastICA求解第一个独立成分的流程
1. 随机初始化向量 u
2. 令 u← 1

nG
′′(uTX)1u−XG′(uTX)T

3. 向量归一化：u← u/∥u∥
4. 重复步骤 2和 3，直至收敛

1比如 G(x) = x3 时，其一阶导数为 G′(x) = 3x2，二阶导数为 G′′(x) = 6x. 当自变量为 n 维
行向量

[
x1 · · · xn

]
时，我们有 G

([
x1 · · · xn

])
=

[
x3
1 · · · x3

n

]
，G′ ([x1 · · · xn

])
=[

3x2
1 · · · 3x2

n

]
，G′′ ([x1 · · · xn

])
=

[
6x1 · · · 6xn

]
.
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由于 FastICA假设所有的独立成分之间相互正交，因此在求解第 l+1个独立成分

时，迭代过程中的每一步都需要将 ul+1投影到前 l投影方向Ul =
[
u1 u2 · · · ul

]
的正交补空间中. 对应的算法流程见算法 5.2 .

算法 5.2 FastICA求解第 l + 1个独立成分的流程

1. 随机初始化向量 ul+1

2. 令 ul+1 ← 1
nG

′′(uT
l+1X)1ul+1 −XG′(uT

l+1X)T

3. 将 ul+1 投影到Ul 的正交补空间中：ul+1 ← P⊥
Ul

ul+1

4. 向量归一化：u← u/∥u∥
5. 重复步骤 3和 4，直至收敛

5.3 主偏度分析

为了得到数据的偏度极值方向，我们首先给出几个基本的数学概念.

5.3.1 偏度的定义

均值和方差是两个最常用的随机变量的数字特征，接下来我们介绍随机变量的另

外一个重要的数字特征 偏度.

定义 5.1 给定一个随机变量 X，若 µ为 X 的均值，σ为 X 的标准差，则称

skew(X) =
E(X − µ)3

σ3
(5.7)

为随机变量 X 的偏度.

在实际应用中，往往只能得到随机变量的若干观测. 此时，我们只能得到随机变量
偏度的估计值，也就是数据的三阶统计量 样本偏度. 接下来，本书仍采用 skew(x)

来表示观测数据 x =
[
x1 x2 · · · xn

]T
的样本偏度.

定义 5.2 给定随机变量 X 的 n个观测值 x1, x2, · · · , xn，令 µ为这些观测值的均值，

则称

skew(x) =
1
n

∑n
i=1(xi − µ)3

( 1n
∑n

i=1(xi − µ)2)
3
2

, (5.8)

为随机变量 X 的样本 x1, x2, · · · , xn 的样本偏度（简称为偏度），其中 x是由 n个观

测构成的样本列向量.

对于一个矩阵X ∈ Rp×n，可以将其视作 p维随机向量的 n个观测构成的数据. 这
个数据在任意方向 u ∈ Rp×1上的偏度也能够根据 (5.8)进行计算：首先得到投影数据
Y = uTX，然后根据 (5.8)计算 Y 或 Y T 的偏度即可.

相较于方差，偏度是数据分布偏斜方向和程度的一个度量，其值可以为任意实数.



5.3 主偏度分析 · 39 ·

如图 5.1所示，对称分布的数据，其偏度值为零，正偏态通常意味着数据的分布向左
偏斜，负偏态则反之. 因此，偏度经常被用来描述具有非对称分布的数据. 此外，鉴于

偏度为零

偏度为正

偏度为负

图 5.1 概率密度函数的分布与偏度的正负

远离中心的值对偏度的贡献较大，偏度还经常被用来捕捉数据中的异常点. 图 5.2给
出了直观的示例，分别展示了偏度为零、偏度为正和偏度为负这三种不同分布的简单

模拟数据.

(a)

(b)

(c)
图 5.2 偏度与异常点的关系 (a)偏度为零 (b)偏度为正 (c)偏度为负

5.3.2 数据白化

从公式 (5.8)可以看出，对于给定的数据，其偏度的求取同时涉及分子和分母两项
的计算. 为了简化这一过程，接下来我们引入数据的白化算子，其定义如下.

定义 5.3 给定数据X =
[
x1 x2 · · · xn

]
∈ Rp×n，若其均值向量和协方差矩阵为

µ =
1

n
X1, Σ =

1

n
(X− µ1T)(X− µ1T)T.

那么，任意一个满足如下条件的矩阵W都可以称作数据X的白化算子

WTW = Σ−1. (5.9)

而白化后的数据有如下表达式

X̂ = W(X− µ1T). (5.10)

在本书中，我们通常选择W = Σ− 1
2 作为白化算子. 可以验证，白化后数据 X̂的

均值向量为零向量，协方差矩阵为单位矩阵，即

µ̂ =
1

n
X̂1 = 0, Σ̂ =

1

n
X̂X̂T = Ip, (5.11)
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这意味着白化后的数据在任意方向上的方差均为 1.
图 5.3a中给出了一组二维数据，它的均值并不位于坐标系原点 (0, 0)处，沿着不

同方向的方差也明显不一样. 对这个数据进行白化，可以得到图 5.3b中展示的结果.
特别地，对于二维平面上任意三个不共线的点，白化之后将变为正三角形的三个顶点；

0 5 10 15
0

5

10

15

(a)

−4 −2 0 2 4
−4

−2

0

2

4

(b)
图 5.3 数据白化示例 (a)原数据 (b)白化后的数据

而三维空间上任意 4个不共面的点，白化之后将变为正四面体的 4个顶点. 对此，读
者可自行验证.

对于白化后的数据 X̂，其在任意方向 u上的偏度计算公式为

skew(uTX̂) =
1

n

n∑
i=1

(
uTX̂

)3
i
, (5.12)

其中
(
uTX̂

)
i
表示向量 uTX̂的第 i个元素.

5.3.3 张量基本运算

在后文的推导中涉及到张量相关的一些运算，因此有必要对其进行简单的介绍.
其中，k模积是最基本的张量运算之一，它可以看作是矩阵乘法的推广，其定义如下.

定义 5.4 给定张量 A ∈ RI1×I2×···×IN 与矩阵U ∈ RJ×Ik，两者的 k模积操作可以表

示为

A×k U ∈ RI1×···×Ik−1×J×Ik+1×···×IN , (5.13)

k 模积结果中的元素具有如下表达式（ai1i2···in , ujik 分别为张量 A和矩阵 U对应位

置的元素）

(A×k U)i1···ik−1jik+1···iN =

Ik∑
ik=1

ai1···ik−1ikik+1···iNujik . (5.14)

我们知道，矩阵乘以一个向量可以看作是用该向量中的元素对矩阵的各个列向量

进行线性组合. 同样地，张量与向量的 k 模积也可以看作用向量中的元素对张量沿着



5.3 主偏度分析 · 41 ·

第 k个维度的切片进行线性组合. 例如，对于一个三阶张量 A ∈ R3×3×4，该张量 3模
积一个 1× 4大小的向量将会得到一个 3× 3的矩阵，具体操作如图 5.4所示. 在这个
例子中，线性组合的对象不再是向量，而是张量沿着第三个维度的切片，也就是矩阵.

1 1 1

1 1 1

1 1 1

2 2 2

2 2 2

2 2 2

3 3 3

3 3 3

3 3 3

4 4 4

4 4 4
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× 3 +
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3

3

3

3

3

3

× 2 +

4

4

4

4

4

4

4

4

4

× 1

图 5.4 张量与向量 k模积示意图

类似地，张量与一个矩阵的 k模积则可以看作是：使用该矩阵的每一行对张量的

第 k个维度的切片进行线性组合得到一个新的切片，然后将这些切片组合成一个新的

张量. 例如，对于一个三阶张量 A ∈ R3×3×4，其 3模积一个 2× 4大小的矩阵会得到

一个 3× 3× 2的张量，具体操作如图 5.5所示.

1 1 1

1 1 1

1 1 1

2 2 2

2 2 2

2 2 2

3 3 3
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1
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20 20 20

20 20 20

20 20 20

图 5.5 张量与矩阵 k模积示意图

另一个常用的张量运算称作外积，其定义如下.

定义 5.5 给定 N 个向量，ai ∈ RIi×1, i = 1, 2, · · · , N，它们的外积为一个秩为 1的张
量 A ∈ RI1×I2×···×IN，记作

A = a1 ◦ a2 ◦ · · · ◦ aN . (5.15)
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对于外积得到的张量，它的元素有如下表达式

ai1i2···iN = a
(i1)
1 a

(i2)
2 · · · a(iN )

N , (5.16)

其中，a
(q)
p 表示向量 ap 的第 q个元素.

可以发现，外积是一种特殊的 k模积运算，即 (5.15)可以表示为

A = 1×1 a1 ×2 a2 · · · ×N aN . (5.17)

特别地，当 a1 = a2 = · · · = aN = a（此时，I1 = I2 = · · · = IN = I）时，(5.15)可
以简化为

A = a◦N . (5.18)

此时，A为一个 N 阶 I 维张量，其元素有如下表达式

ai1i2···iN = a(i1)a(i2) · · · a(iN ). (5.19)

显然，任意交换 i1, i2, i3, · · · , iN 的顺序，都不会改变 ai1i2i3···iN 的取值，比如

ai1i2i3···iN = ai2i1i3···iN ,

因此 (5.18)中的 A为一个对称张量.

5.3.4 统计量映射图

对于一个高维数据X ∈ Rp×n，不妨将其在任意投影方向 u上的 k阶统计量记作

s(k)(uTX). 如果将每个单位向量 u都赋予一个长度，且该长度等于统计量 s(k)(uTX)

的模（即绝对值），则在 p维空间可以得到一个新的向量
∣∣s(k)(uTX)

∣∣u. 所有这些新
的向量（或新的点）构成的几何结构我们称之为数据X的统计量映射图. 显然，统计
量映射图能够清晰地反映数据在各个方向的高阶统计分布情况. 具体来说，统计量映
射图有如下的定义.

定义 5.6 对于一个 p维 n个观测的数据 X ∈ Rp×n，令 s(k)(uTX)为观测向量 uTX

的 k阶统计量，则如下点的集合被称作数据的 k阶统计量映射图.{
r(k) = |s(k)(uTX)|u

∣∣∣uTu = 1,u ∈ Rp×1
}

(5.20)

对于一个二维标准高斯分布的数据，它在任意方向的方差均为常数 var(uTX) =

s(2)(uTX) = 1，这意味着该数据的二阶统计量（方差）映射图为一个半径为 1的圆{
r(2) = u

∣∣∣uTu = 1,u ∈ R2×1
}

(5.21)

统计量映射图的维度与数据的维度有关，当数据分布在二维平面上时，对应的统

计量映射图是二维空间中的曲线. 图 5.6通过一个简单的示例展示了统计量映射图的
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构造过程. 其中所用的数据为

X =

[
−0.1722 0.2090 0.1925 −0.2293
−0.0003 −0.4738 0.2318 0.2423

]
.

观察可知，X的均值向量为零向量. 如果选择投影方向 u =
[
0 1

]T
，则数据在该方

向的方差为

var(uTX) = s(2)(uTX) =
1

4
(0.00032 + 0.47382 + 0.23182 + 0.24232) ≈ 0.0842,

这意味着 u =
[
0 1

]T
对应该数据的二阶统计量（方差）映射图上的点 (0, 0.0842). 同

样地，根据 (5.8)，可以计算得到数据在 u方向的偏度为

skew(uTX) = s(3)(uTX) =
1
4 (−0.0003

3 − 0.47383 + 0.23183 + 0.24243)

0.0842
3
2

≈ −0.8154,

这意味着u =
[
0 1

]T
对应该数据的三阶统计量（偏度）映射图上的点 (0, |−0.8154|) =

(0, 0.8154).

0.0842

方差

(a)

0.8154

偏度

(b)
图 5.6 二维数据统计量映射图（为了方便展示，统计量映射图均经过了适当的缩放）
(a)二阶统计量（方差）(b)三阶统计量（偏度）

当数据分布在三维空间内时，比如

X =


2.3459 0.0893 2.2103 0.7440 0.6762

−0.4959 1.0007 −1.8874 −1.2499 −0.2327
0.1599 −1.0078 0.9440 1.6672 −0.9105

 ,

其所对应的统计量映射图则是三维空间中的曲面，如图 5.7所示. 可以发现，从统计量
映射图中，我们能够直观地观察到数据在不同方向上投影结果的统计量大小.

主偏度分析[6782646]是主成分分析从二阶统计到三阶统计的自然拓展，本节我们
将首先介绍数据在任意方向偏度的解析表达，然后给出主偏度分析的优化模型与基本

求解算法.
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(a) (b) (c)
图 5.7 三维数据统计量映射图 (a)数据 (b)二阶统计量（方差）(c)三阶统计量（偏度）

5.3.5 任意方向的偏度

在主成分分析中，对于任意 p个特征 n个观测的数据X，其在任意方向 u的方差

可以通过数据的协方差矩阵解析表达，即 var(X) = uTΣu. 那么，既然偏度是方差的
三阶推广，我们不禁要问，数据在任意方向的偏度是否也有类似的简洁表达呢？接下

来，为了方便起见，不妨假设数据X为白化后的数据，即其均值向量为零向量，协方

差矩阵为单位矩阵. 于是，根据公式 (5.12)，数据X在任意方向 u的偏度有

skew(uTX) = skew
([

uTx1 uTx2 · · · uTxn

])
=
1

n

n∑
i=1

(uTxi)
3 =

1

n

n∑
i=1

(
(xi ◦ xi ◦ xi)×1 u

T ×2 u
T ×3 u

T
)

=

((
1

n

n∑
i=1

xi ◦ xi ◦ xi

)
×1 u

T ×2 u
T ×3 u

T

)
.

(5.22)

不难发现， 1
n

∑n
i=1 xi ◦ xi ◦ xi不再是一个矩阵，而是一个大小为 p× p× p的三阶对

称张量（如图 5.8所示），将其记作 S，则 (5.22)可以简化为

skew(uTX) = S ×1 u
T ×2 u

T ×3 u
T. (5.23)

图 5.8 三阶对称张量 S 的示意图 (p = 4)，蓝色方块具有相同的数值
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出于传统习惯以及表达上的简洁，我们通常将 (5.23)中 uT 的转置符号省略，即

用下式表示数据在 u方向的偏度

skew(uTX) = S ×1 u×2 u×3 u. (5.24)

事实上，数据在任意方向的方差公式??也可以类似于 (5.23)重新表示为

var(uTX) = uTΣu = Σ×1 u
T ×2 u

T. (5.25)

类似于 (5.24)，我们也可以将其简化为

var(uTX) = Σ×1 u×2 u. (5.26)

类比主成分分析中协方差矩阵的概念，我们将 (5.23)或 (5.24)中的三阶张量命名
为数据的协偏度张量 (Coskewness Tensor). 与协方差矩阵包含数据所有的二阶统计信
息类似，协偏度张量包含了数据所有的三阶统计信息，这也正是数据在任意方向的偏度

能有 (5.23)或 (5.24)这样解析表达式的原因所在. 对于一个 N 阶张量 S ∈ RI×I×···×I，

记

Sum = S ×N−m+1 u×N−m+2 u · · · ×N u, (5.27)

其中m ≤ N . 容易验证，对于协偏度张量 S ∈ Rp×p×p，有

Su3 = S ×1 u×2 u×3 u, Su2 = S ×2 u×3 u,

那么，数据在 u方向的偏度可以表示为

skew(uTX) = Su3. (5.28)

与任意方向方差的解析表达一样，公式 (5.23)和 (5.28)简洁优雅，为后续数据偏度极
值方向的求解提供了极大便利.

5.3.6 协偏度张量的计算

在??，根据数据观测矩阵分块方式的不同，我们给出了两种协方差矩阵的计算方
式. 在本章，我们仍按照观测矩阵的不同分块方式，给出两种不同的协偏度张量的计
算方法. 仍假设X为白化后的数据，且其两种分块方式分别为

X =
[
x1 x2 · · · xn

]
=


X1

X2

...
Xp

 ∈ Rp×n.

基于列向量的外积，可以给出协偏度张量的第一种计算公式为

S =
1

n

n∑
i=1

xi ◦ xi ◦ xi, (5.29)
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即，协偏度张量 S 为 n个秩为 1的张量 xi ◦ xi ◦ xi 的平均，如图 5.9b所示.

基于行向量的 “内积”，可以给出协偏度张量中每一个元素的计算公式为

sijk =
1

n

n∑
l=1

Xi(l)Xj(l)Xk(l). (5.30)

其中 sijk 表示行向量 Xi, Xj , Xk 之间的协偏度，如图 5.9c所示.

(a)

=1
5 + + + +

(b)

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×
+ + + += 1

5

(c)
图 5.9 协偏度张量计算示意图 (a) 4× 5大小的白化数据 (b)基于列向量外积的计算方
式 (c)基于行向量 “内积”的计算方式来计算 s123

尽管第一种分块对应的计算方式看上去更加简洁，但是在实际应用中，n往往远

远大于 p，因此在一些循环较慢的语言中（比如 MATLAB），这种计算方式的效率会
非常低下. 而第二种分块对应的计算方式只需要进行 p3次计算，且每次计算都可以利

用软件内置的向量点乘以及求平均的函数来获得 sijk，因此效率会更高. 此外，如果
能充分利用统计张量的对称性，计算次数还可以进一步减少.

利用列克罗内克积算符（一种特殊的 Khatri–Rao 积），我们还可以将张量的计
算写成矩阵乘法的形式. 对于两个拥有相同列数的矩阵 A =

[
a1 a2 · · · an

]
和

B =
[
b1 b2 · · · bn

]
，它们的列克罗内克积有如下表达式

A ∗B =
[
a1 ⊗ b1 a1 ⊗ b2 · · · an ⊗ bn

]
,

其中 ⊗代表克罗内克积，其定义和相关性质请参考??. 对于数据矩阵X，其自身与自

身的列克罗内克积为

X ∗X =
[
x1 ⊗ x1 x2 ⊗ x2 · · · xn ⊗ xn

]
∈ Rp2×n.
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可以验证，X ∗X与X的互协方差矩阵

S =
1

n
(X ∗X)XT,

为一个大小为 p2 × p的矩阵，将其转化为一个 p × p × p的三阶对称张量后，其中的

元素将与协偏度张量 S 中的元素一一对应.

事实上，X ∗X的每一列都可以看作是原数据的二次非线性项. 不妨将原数据与
其二次非线性项组合起来，得到如下的新的数据矩阵

X̃ =

[
X

X ∗X

]
∈ R(p2+p)×n.

该数据矩阵的协方差矩阵可以表示为如下的分块矩阵

Σ̃ =
1

n
X̃X̃T =

[
Σ ST

S K

]
,

其中 Σ为原数据 X的协方差矩阵，包含了数据的全部二阶统计信息. 需要注意的是，
在本小节中由于X为白化数据，因此Σ为单位矩阵. 而矩阵 S = 1

n (X∗X)XT ∈ Rp2×p

对应了数据的协偏度张量 S，因此其包含了数据的全部三阶统计信息. 至于矩阵K =
1
n (X ∗ X)(X ∗ X)T ∈ Rp2×p2

则包含了数据的全部四阶统计信息，将其转换为一个

p× p× p× p的四阶对称张量后，其中的元素将与数据的四阶统计张量 K ∈ Rp×p×p×p

中的元素一一对应（读者可自行查阅四阶统计量 峭度的相关定义，并进行验证）.

5.3.7 模型与求解

在得到数据在任意方向偏度的解析表达之后，我们可以给出如下的主偏度分析优

化模型 max
u

Su3

s.t. uTu = 1
. (5.31)

为了得到模型的最优解，类似于主成分分析，我们仍然采用拉格朗日乘子法. 首先构
建模型的拉格朗日函数为

L(u, λ) = 1

3
Su3 +

λ

2
(1− uTu). (5.32)

(5.32)两边同时对自变量求偏导有
∂L(u, λ)

∂u
= Su2 − λu,

令其等于零向量，可得

Su2 = λu. (5.33)
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这意味着，数据的偏度极值方向必然满足 (5.33). 进一步地，可以发现 (5.33)与矩阵的
特征值与特征向量问题非常相似，因此我们称 (5.33)为协偏度张量的特征值与特征向
量问题. Lim与 Qi两位学者在 2005年也分别从纯数学角度关注了类似的问题，并分
别独立给出了张量 Z-特征对的概念，其定义如下.

定义 5.7（对称张量的 Z-特征对） 给定一个m阶 n维的对称张量 S，若如下式子满
足

Sum−1 = λu, (5.34)

则称 (λ,u)为张量 S 的一个 Z-特征对. 其中，λ ∈ R为 S 的特征值，u ∈ Rn×1为 λ对

应的特征向量，其满足 uTu = 1.

显然，当 m = 2时，对称张量的 Z-特征对将会退化为矩阵特征对. 而公式 (5.33)
则可认为是公式 (5.34)在 m = 3，且 S 为数据的协偏度张量时的特例. 可以验证，当
向量 u满足 (5.33)时，其相应的特征值 λ则正好为数据在这个方向的偏度值，即

skew(uTX) = Su3 = (Su2)Tu = (λu)Tu = λ. (5.35)

我们知道，矩阵的特征值与特征向量问题已经得到了极为广泛和极其详尽的研究，

相关的参考资料浩如烟海. 而遗憾的是，张量的特征对问题的研究目前尚处于初级阶
段，可供参考的文献极为匮乏. 为此，我们采用比较常用的优化策略 固定点迭代

法来得到 (5.33)的一个特征对. 具体步骤如下.

算法 5.3 固定点迭代法求解第一个特征对

1. 随机初始化向量 u
2. 令 u← Su2

3. 向量归一化：u← u/∥u∥
4. 重复步骤 2和 3，直至收敛

接下来的问题是如何求解 (5.33) 的第二个特征对以及余下的所有特征对. 为此，
我们这里采取正交约束的策略. 假设已获得 l 个特征向量 Ul =

[
u1 u2 · · · ul

]
，

对于第 l + 1个特征向量 ul+1，为了防止其收敛到前 l个特征向量，我们可以将 ul+1

的搜索范围限制在前 l个特征向量张成的空间的正交补空间. 相应地，求解第 l + 1个

特征向量的算法为：

算法 5.4 固定点迭代法求解第 l + 1个特征对

1. 随机初始化向量 ul+1

2. 令 ul+1 ← Su2
l+1

3. 将 ul+1 投影到Ul 的列空间的正交补空间：ul+1 ← P⊥
Ul

ul+1

4. 向量归一化：ul+1 ← ul+1/∥ul+1∥
5. 重复步骤 2、3和 4，直至收敛
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其中，P⊥
Ul

= Ip−Ul(U
T
l Ul)

−1UT
l 为矩阵Ul的正交补投影算子. 显然，Ul为列

正交矩阵，它的正交补投影算子可以简化为 P⊥
Ul

= Ip −UlU
T
l .

从上面的步骤可以看出，在算法 5.4中，每次迭代都需要额外将向量投影到已有
的特征向量的正交补空间. 事实上，这个步骤是没必要的，即我们可以把上述步骤的
2,3合并为

ul+1 =P⊥
Ul

(
S(P⊥

Ul
ul+1)

2
)

=S ×1 P
⊥
Ul
×2 (P

⊥
Ul

ul+1)×3 (P
⊥
Ul

ul+1)

=(S ×1 P
⊥
Ul
×2 P

⊥
Ul
×3 P

⊥
Ul

)u2
l+1.

(5.36)

记 Sl = S ×1 P
⊥
Ul
×2 P

⊥
Ul
×3 P

⊥
Ul
，则调整后的固定点迭代算法的具体步骤如下.

算法 5.5 简化后的固定点迭代法求解第 l + 1个特征对

1. 计算投影后的张量 Sl = S ×1 P
⊥
Ul
×2 P

⊥
Ul
×3 P

⊥
Ul

2. 随机初始化向量 ul+1

3. 令 ul+1 ← Slu2
l+1

4. 向量归一化：ul+1 ← ul+1/∥ul+1∥
5. 重复步骤 3和 4，直至收敛

有趣的是，对于任意一个位于前 l 个特征向量所在的子空间中的向量 u，都有

Slu3 = 0. 这一定程度揭示了正交约束的工作机制：对原本的协偏度张量进行正交补
投影得到新协偏度张量使得数据在前 l个特征向量张成子空间中任意方向上偏度均为

零，从而阻止第 l + 1个特征向量收敛到前 l个特征向量.
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