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第 2章 无源定位
雷达是一种主动探测设备，通过发射电磁波，并接收目标反射的回波来确定目标

的位置和速度。但在真实战场中，这是一种很危险的行为，极容易暴露自身位置，从

而遭到敌方的打击。因此，无源定位技术应运而生。无源定位是指通过被动接收目标

发射的电磁波信号，来获取目标的相关信息。常见的无源定位技术有测向定位、时差

定位和频差定位等。无源定位技术的优点在于隐蔽性强，难以被敌方发现，因此在现

代战争中得到了广泛应用。

2.1 测向定位

2.1.1 二维平面

利用机械扫描，或者电子扫描等方式，雷达基站可以获得所接收的电子的方位信

息。本节以二维平面为例，显然，一个雷达基站确定了一条过目标以及雷达基站自身

的直线。如图图 2.1所示，在二维平面上，至少二个雷达基站可以确定目标位置。

x1

x2

基站 1基站 2

目标

图 2.1 测向定位示意图

但在实际应用中，由于会受到噪声和干扰的影响，雷达基站获得的目标角度信息

往往存在误差，为了提高定位精度，通常需要多个基站进行联合定位。但此时一个新

的问题出现了，由于误差的存在，多个基站所确定的直线并不一定相交于同一点（如

图 2.2所示），此时目标的位置该如何确定呢？

设有 N 个基站，且第 n个基站确定的过目标的直线方程为 an1x1 + an2x2 = bn，
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x1

x2

基站 1基站 2 基站 3

图 2.2 无源定位可能存在观测误差

则 N 个基站确定了如下的方程组：

a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2
...

aN1x1 + aN2x2 = bN

.

由于存在误差，以上方程组并不一定有解。但我们希望最终求解得到的目标位置

(x1, x2) 尽可能满足所有直线方程。此时，新的问题出现了，我们该如何衡量解满

足方程的程度呢？在测向定位中，这个指标很容易就可以得到了，即目标到某个基站

所确定的直线的距离。根据点到直线的距离公式，目标到第 n个基站所确定的直线的

距离为：

dn =
|an1x+ an2y − bn|√

a2n1 + a2n2
.

因此，可以得到如下的目标函数：

min
x1,x2

N∑
n=1

d2n =

N∑
n=1

(an1x+ an2y − bn)
2

a2n1 + a2n2
.

注意到，比起最小化距离和，我们更倾向于最小化距离的平方和，这样可以避免绝对

值带来的分段函数。

此外，目标到第 n个基站所确定的直线的距离表达式中存在一个带根号的分母，

这不便于计算；而对于一条直线方程，等式两边同除一个非零的数并不会改变这条直

线。因此，我们可以通过归一化的方式，将分母变为 1，从而简化计算。具体地，我



2.1 测向定位 · 11 ·

们可以将第 n个基站所确定的直线方程两边同除以
√

a2n + b2n，从而得到新的方程组：

a11√
a2
11+a2

12

x+ a12√
a2
11+a2

12

y = b1√
a2
11+a2

12

a21√
a2
21+a2

22

x+ a22√
a2
21+a2

22

y = b2√
a2
21+a2

22

...
aN1√

a2
N1+a2

N2

x+ aN2√
a2
N1+a2

N2

y = bN√
a2
N1+a2

N2

.

记 
ân1 = an1√

a2
n1+a2

n2

ân2 = an2√
a2
n1+a2

n2

b̂n = bn√
a2
n1+a2

n2

,

则目标到第 n个基站所确定的直线的距离可以简化为：

dn = |ân1x+ ân2y − b̂n|.

为了简化计算，我们可以将方程组写成矩阵的形式：
â11 â12

â21 â22
...

...
âN1 âN2


[
x1

x2

]
=


b̂1

b̂2
...
b̂N


也即 Ax = b。此时目标到所有基站确定的直线的距离构成的向量 d = [ d1 d2 ··· dN ]

T

有如下的表达式：

dn = |(Ax− b)n| .

而目标函数则可以简化为：

min
x

∥Ax− b∥2 .

对于该目标函数，我们有如下定理：

定理 2.1 f(x) = ∥Ax− b∥2 为一个凸函数。

证明 根据定义，函数 f(x)为凸函数当且仅当对于任意的 x1,x2 ∈ Rn，都有

f(x1) + f(x2)

2
≥ f

(
x1 + x2

2

)
.

将目标函数 f(x)展开，有

f(x) = ∥Ax− b∥2 = (Ax− b)T(Ax− b) = xTATAx− 2bTAx+ bTb.
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因此，f
(
x1+x2

2

)
可以展开为：

f

(
x1 + x2

2

)
=

1

4
xT
1 A

TAx1 +
1

4
xT
2 A

TAx2 +
1

2
xT
1 A

TAx2 − bTA(x1 + x2) + bTb.

与此同时， f(x1)+f(x2)
2 可以展开为：

f(x1) + f(x2)

2
=

1

2
xT
1 A

TAx1 +
1

2
xT
2 A

TAx2 − bTA(x1 + x2) + bTb.

所以，只需证明

f(x1) + f(x2)

2
− f

(
x1 + x2

2

)
=

1

4
xT
1 A

TAx1 +
1

4
xT
2 A

TAx2 −
1

2
xT
1 A

TAx2

=
1

4
(x1 − x2)

TATA(x1 − x2) ≥ 0.

记 v = A(x1 − x2)，显然有

vTv = (x1 − x2)
TATA(x1 − x2) ≥ 0.

因此，f(x)为一个凸函数。 ■

对于一个凸函数，我们可以通过求解其导数为 0的点来找到最优解。具体而言，
对于目标函数 f(x)，我们有

∂f(x)

∂x
= 2AT(Ax− b) = 0.

因此，最优解为

x =
(
ATA

)−1
ATb.

这就是著名的最小二乘解。

例 2.1设二维平面上有三个基站，确定了如下的方程组：
2x+ y = 4

2x− 3y = −4

1.9x− 1.1y = 0

.

请求解目标位置 (x, y)。

解 首先将直线方程归一化，得到
2√
5
x+ 1√

5
y = 4√

5

2√
13
x− 3√

13
y = − 4√

13

1.9√
4.82

x− 1.1√
4.82

y = 0

.
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构建对应的矩阵和向量：

A =


2√
5

1√
5

2√
13

− 3√
13

1.9√
4.82

− 1.1√
4.82

 , b =


4√
5

− 4√
13

0

 .

代入最小二乘解公式，得到

x =
(
ATA

)−1
ATb =

[
1.0540

1.9635

]
.

从图 2.3可以看到，最小二乘得到的解正位于目标函数的最小值处。这意味该点到所
有基站确定的直线的距离的平方和和最小，也就是目标最有可能出现的位置。

0.8 1 1.2

1.8

2

2.2

图 2.3 测向定位目标函数

2.1.2 三维空间

在实际应用中，我们更多地需要确定目标在三维空间中的位置，此时又该如何求

解呢？注意到，在三维空间中，雷达基站并不是直接确定一条过目标的直线，而是分

别确定目标所在的方位角和俯仰角，也就是确定了两个过目标的平面。因此，类似于

二维平面中的情况，我们可以通过至少两个基站确定的四个平面来求解目标的位置。

设共确定了 N 个平面，对应的方程组为：

a11x+ a12y + a13z = b1

a21x+ a22y + a23z = b2
...

aN1x+ aN2y + aN3z = bN

.
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同样，我们可以将方程组归一化，得到

a11√
a2
11+a2

12+a2
13

x+ a12√
a2
11+a2

12+a2
13

y + a13√
a2
11+a2

12+a2
13

z = b1√
a2
11+a2

12+a2
13

a21√
a2
21+a2

22+a2
23

x+ a22√
a2
21+a2

22+a2
23

y + a23√
a2
21+a2

22+a2
23

z = b2√
a2
21+a2

22+a2
23

...
aN1√

a2
N1+a2

N2+a2
N3

x+ aN2√
a2
N1+a2

N2+a2
N3

y + aN3√
a2
N1+a2

N2+a2
N3

z = bN√
a2
N1+a2

N2+a2
N3

.

记 

ân1 = an1√
a2
n1+a2

n2+a2
n3

ân2 = an2√
a2
n1+a2

n2+a2
n3

ân3 = an3√
a2
n1+a2

n2+a2
n3

b̂n = bn√
a2
n1+a2

n2+a2
n3

,

则目标到第 n个基站所确定的平面的距离可以简化为：

dn = |ân1x+ ân2y + ân3z − b̂n|.

后面的求解过程与二维平面中的情况相同，这里不再赘述。

当然，我们也可以直接使用三维空间中的直线方程来求解目标位置。设有 N 个

基站，且第 n个基站确定的过目标的直线方程参数方程为
x1 = ln1 + kn1t

x2 = ln2 + kn2t

x3 = ln3 + kn3t

.

记

x =


x1

x2

x3

 , ln =


ln1

ln2

ln3

 , kn =


kn1

kn2

kn3

 ,

则第 n个基站确定的直线方程可以简化为

x = ln + knt.

注意到，kn 代表了直线的方向，因此不妨令其模长为 1，即 kT
nkn = 1。

设目标的位置为 w，则目标到第 n个基站所确定的直线的距离平方为

d2n = min
t

∥w − ln − knt∥2 .
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因此，我们可以得到如下的目标函数：

min
w

N∑
n=1

d2n.

首先，让我们来求解目标到第 n个基站所确定的直线的距离平方。首先将对应的

目标函数展开：

d2n = min
t

∥w − ln − knt∥2

= min
t
(w − ln − knt)

T(w − ln − knt)

= min
t

t2(kT
nkn)− 2t(w − ln)

Tkn + (w − ln)
T(w − ln).

该函数为一个关于 t的二次函数，显然其最小值出现在

t =
(w − ln)

Tkn

kT
nkn

= (w − ln)
Tkn.

将其代入到距离的平方公式中，得到

d2n =
∥∥w − ln − kn(w − ln)

Tkn

∥∥2
=
∥∥∥w − ln − knk

T
n (w − ln)

∥∥∥2
=
∥∥∥(I− knk

T
n

)
(w − ln)

∥∥∥2
= (w − ln)

T
(
I− knk

T
n

)T (
I− knk

T
n

)
(w − ln)

= (w − ln)
T
(
I− knk

T
n

)
(w − ln)

记 Pn = I− knk
T
n 因此，目标函数可以简化为

min
w

N∑
n=1

d2n = min
w

N∑
n=1

(w − ln)
TPn(w − ln)

= min
w

wT

(
N∑

n=1

Pn

)
w − 2

N∑
n=1

(
lTnPn

)
w +

N∑
n=1

lTnPnln.

记

P =

N∑
n=1

Pn, l =

(
N∑

n=1

lTnPn

)T

,

则目标函数等价于

min
w

wTPw − 2lTw.

其关于 w的导数为
∂f(w)

∂w
= 2Pw − 2l.
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因此，最优解为

w = P−1l.

2.2 时差定位

利用目标发射的电磁波抵达不同位置的基站的时间不同，也可以确定目标的位

置。设有 2个基站，其中基站 1和基站 2分别于 t1 和 t2 时刻接收到目标发射的电磁

波信号，那么目标到两个基站之间的距离差为

d = c(t2 − t1),

其中 c为光速。根据几何知识，我们知道与两个固定的点（称为焦点）的距离差是常

数的点的轨迹为双曲线，如图 2.4所示。

x

y

图 2.4 双曲线示例

显然，只有两个基站时，只能确定目标所在的双曲线。不过，可以通过增加一个

基站，通过求解两个双曲线的交点1来确定目标的位置，如图 2.5所示。

实际应用中，时差的测量同样也会受到噪声和干扰的影响，因此我们可以通过增

加基站的数量来提高定位精度。此时，多个基站确定的双曲线并不一定交于一点。设

有 N 个基站，且第 i个基站接收到目标发射的电磁波信号的时刻为 ti，则目标到第 i

个基站和第 j 个基站的距离差为

dij = c(tj − ti).

设目标位置为 x = [ x1 x2 ]
T
，第 i个基站的位置为 li = [ l1i l2i ]

T
，则目标到第 i个基站

的距离为

di = ∥x− li∥ =
√
(x− li)T(x− li) =

√
(x1 − l1i)2 + (x2 − l2i)2.

1实际上是三个双曲线，并且这三个双曲线必然交于一点
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x

y

图 2.5 时差定位示例

因此，我们可以构建如下的目标函数：

min
x

N∑
i=1

N∑
j=1

(di − dj − dij)
2.

很容易发现，该目标函数并不是一个凸函数，对于这样的一个目标函数，我们可以使

用梯度下降法来求解最优解。

设目标函数为 f(x)，其关于 x的导数为

∂f(x)

∂x
= 2

N∑
i=1

N∑
j=1

(di − dj − dij)

(
∂di
∂x

− ∂dj
∂x

− ∂dij
∂x

)

=

N∑
i=1

N∑
j=1

(di − dj − dij)

(
x− li
di

− x− lj
dj

)

=

N∑
i=1

N∑
j=1

(di − dj − dij) (xi − xj) ,

其中 xi =
x−li
di
。因此，我们可以得到如下的迭代公式：

xk+1 = xk − η
∂f(xk)

∂x
.

其中 η为学习率。

在实践中，学习率的选择非常重要，过大的学习率会导致目标函数震荡，甚至发

散；而过小的学习率则会导致收敛速度过慢。为了避免学习率选择不当导致的震荡和

发散，我们可以使用牛顿法来求解最优解。牛顿法的基本思想是通过二阶导数来加速
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收敛速度。对于目标函数为 f(x)，其关于 x的二阶导数，也即海森（Hessian）矩阵为：

∂2f(x)

∂x2
=

(
∂f(x)
∂x

)T
∂x

=

N∑
i=1

N∑
j=1

(xi − xj)
T
(xi − xj) + (di − dj − dij)

(
I− xix

T
i

di
−

I− xjx
T
j

dj

)
.

记 dx = ∂f(x)
∂x ，Hx = ∂2f(x)

∂x2 ，则牛顿法的迭代公式为

xk+1 = xk −H−1
xk

dxk
.

从图 2.6可以看到，不同的学习率下，梯度下降法的收敛速度差异很大，并且越
大的学习率并不一定收敛得更快。由于牛顿法的收敛速度为二次收敛，而梯度下降法

的收敛速度为线性收敛，因此牛顿法的收敛速度远快于梯度下降法。

5 10 15 20
0

10

20

30

40

迭代次数

误
差

梯度下降（η = 0.01）

梯度下降（η = 0.012）

梯度下降（η = 0.005）

牛顿法

图 2.6 梯度下降法和牛顿法收敛速度对比

此外，需要注意的是，时差定位的目标函数可能会存在多个局部最优解。为了避

免陷入局部最优解，有很多方法可以使用，例如随机初始化、模拟退火等。这里我们

不再赘述。

2.3 频差定位

利用多普勒效应，我们可以通过运动中的接收基站来确定静止目标的位置。设有

目标位置为 x，并且在 i个时刻，接收基站的位置为 li，速度为 vi。如目标发射的信

号频率为 f0，则根据多普勒效应，接收基站在第 i个时刻接收到的信号频率为

fi = f0

(
1 +

vT
i (x− li)

c ∥x− li∥

)
.
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但是由于目标发射的信号频率 f0 是未知的，因此我们无法直接使用上述公式来确定

目标的位置。为此，我们需要再次进行观测，设在第 j个时刻，接收基站的位置为 lj，

速度为 vj，则接收基站在第 j 个时刻接收到的信号频率为

fj = f0

(
1 +

vT
j (x− lj)

c ∥x− lj∥

)
.

将两式相比，我们可以得到

fi
fj

=
1 +

vT
i (x−li)
c∥x−li∥

1 +
vT
j (x−lj)

c∥x−lj∥

.

对其进行变形，得到

fj

(
1 +

vT
i (x− li)

c ∥x− li∥

)
− fi

(
1 +

vT
j (x− lj)

c ∥x− lj∥

)
= 0.

记

fij(x) = fj

(
1 +

vT
i (x− li)

c ∥x− li∥

)
− fi

(
1 +

vT
j (x− lj)

c ∥x− lj∥

)
,

则函数 |fij(x)|具有图 2.7所示的等高线。

−2 0 2

−2

0

2

x1

x
2

图 2.7 频差定位误差等高线（红色点为目标，蓝色点为观测点，基站自左向右匀速
移动）

同样地，我们可以通过增加基站的数量来提高定位精度，设共进行了 N 次观测，

对应的频差定位目标函数为

min
x

N∑
i=1

N∑
j=1

f2
ij(x).
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该目标函数的求解与时差定位类似，这里不再赘述。
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