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第 1章 基础知识
工欲善其事必先利其器, 本章节我们首先会对本课程用到的符号规则进行规定.

此外,本课程会大量使用到矩阵方面的知识,尤其是矩阵微积分,因此我们也会对矩阵
微积分进行简单的介绍.

1.1 符号规定

本课程中会大量使用到矩阵和向量,相关符号书写规则如下：
1. 标量：小写字母,如 a, b, c或者 α, β, γ.
2. 向量：加粗小写字母,如 x,y, z.
3. 矩阵：加粗大写字母,如A,B,C.
此外,可以使用如下形式来表明向量或矩阵的维度：

1. 向量：x ∈ Rn×1 或 x ∈ Rn 表示 n× 1的列向量.
2. 矩阵：A ∈ Rm×n 表示m× n的矩阵.
其中, R表示实数域,而复数域则表示为 C.

需要注意的是,对于向量和矩阵中的元素,按照书写规则,也应当用小写字母表示.
比如,对于向量 x,其第 i个元素可以表示为 xi,而对于矩阵A,其第 i行第 j 列的元素

可以表示为 aij . 因此, xi 或Ai 这样的符号,代表的是第 i个向量或矩阵.

1.2 矩阵微积分

普通的求导想必大家都很熟悉, 比如对于标量函数 f(x), 其关于 x的导数可以表

示为 ∂f(x)
∂x . 而函数不仅仅可以是关于标量的函数，也可以是关于向量甚至矩阵的函

数。比如，一个二元函数 f(x1, x2)则可以看作是关于向量 x = [ x1 x2 ]
T
的一个函数

f(x)。自然地，我们也可以求解其关于向量 x导数。具体而言，我们有如下定义

定义 1.1（标量关于向量求导） 对于向量 x ∈ Rn×1，有映射 f : Rn×1 → R，则定义
其关于向量 x导数为

∂f(x)

∂x
=


∂f(x)
∂x1

∂f(x)
∂x2

...
∂f(x)
∂xn

 .

即计算 f(x)关于 x的中每一个元素的偏导数，结果是一个和 x同样维度的向量。
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类似地，我们也可以定义标量对矩阵的求导，具体定义如下：

定义 1.2（标量关于矩阵求导） 对于矩阵 A ∈ Rm×n，有映射 f : Rm×n → R，则定
义其关于矩阵A导数为

∂f(A)

∂A
=


∂f(A)
∂a11

∂f(A)
∂a12

· · · ∂f(A)
∂a1n

∂f(A)
∂a21

∂f(A)
∂a22

· · · ∂f(A)
∂a2n

...
...

. . .
...

∂f(A)
∂am1

∂f(A)
∂am2

· · · ∂f(A)
∂amn

 .

此外，函数本书也有可能不是一个标量，而是一个向量，因此我们也需要定义向

量对向量的求导。具体定义如下：

定义 1.3（向量关于向量求导） 对于向量 x ∈ Rm×1，有映射 f : Rn×1 → Rm×1，则

定义其关于向量 x导数为

∂f(x)

∂x
=


∂f1(x)

∂x
∂f2(x)

∂x
...

∂fm(x)
∂x

 .

可以看到，对应的求导规则就是将函数的每一个元素分别对向量 x求导，并将结

果按照 f 的形式排列。比如，m× 1列向量关于 n× 1列向量的导数为一个mn× 1的

列向量。如果是 1×m的行向量关于 n× 1列向量的导数，那么根据规则，结果则是

一个 n×m的矩阵。

下面，我们会给出一些常见的矩阵微积分公式，这些公式将在本课程中反复用到。

例 1.1设有向量 x ∈ Rn×1、y ∈ Rn×1 和矩阵A ∈ Rn×n，计算如下导数

1. f = xTy关于 x的导数

2. f = xTy关于 y的导数

3. f = xTAy关于 x的导数

4. f = xTAy关于A的导数

5. f = xTA关于 x的导数

6. f = (x− y)T 关于 x的导数

解

1. 注意到 f = xTy =
∑n

i=1 xiyi，因此有

∂f

∂x
=


∂f
∂x1

∂f
∂x2

...
∂f
∂xn

 =


y1

y2
...
yn

 = y.
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2. 同理，对于 f = xTy有

∂f

∂y
=


∂f
∂y1

∂f
∂y2

...
∂f
∂yn

 =


x1

x2

...
xn

 = x.

3. 同样地，将函数写成求和的形式 f = xTAy =
∑n

i=1

∑n
j=1 aijxiyj，因此有

∂f

∂x
=


∂f
∂x1

∂f
∂x2

...
∂f
∂xn

 =


∑n

j=1 a1jyj∑n
j=1 a2jyj

...∑n
j=1 anjyj

 = Ay.

4. 同理，对于 f = xTAy有

∂f

∂A
=


∂f
∂a11

∂f
∂a12

· · · ∂f
∂a1n

∂f
∂a21

∂f
∂a22

· · · ∂f
∂a2n

...
...

. . .
...

∂f
∂an1

∂f
∂an2

· · · ∂f
∂ann

 =


x1y1 x1y2 · · · x1yn

x2y1 x2y2 · · · x2yn
...

...
. . .

...
xny1 xny2 · · · xnyn

 = xyT.

5. 最后，对于 f = xTA，其第 j 个元素为 fj =
∑n

i=1 aijxi，因此有

∂f

∂x
=

[
∂f1
∂x

∂f2
∂x · · · ∂fn

∂x

]
=


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

 = A.

6. 对于 f = x− y，有

∂f

∂x
=

[
∂(x1−y1)

∂x
∂(x2−y2)

∂x · · · ∂(xn−yn)
∂x

]
=


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

 = I.

从以上的例子我们可以得到一些经验结论：

1. 对于标量关于向量的求导，如果向量位于表达式的左侧且有转置，那么导数则直
接是右侧变量，比如 ∂xTy

∂x = y和 ∂xTA
∂x = A。

2. 对于标量关于向量的求导，如果向量位于表达式的右侧，那么导数则是左侧变量
加转置，比如 ∂xTy

∂y = x和 ∂Ay
∂y = AT。

矩阵微分有四个常用的性质：线性、乘积、商和链式法则，具体如下：
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性质 1.1（矩阵微积分的四个性质） 以下性质中的前三个与标量函数求导的性质类

似，只有最后一个链式法则略有不同。

1. 线性
∂(af(x) + bg(x))

∂x
= a

∂f(x)

∂x
+ b

∂g(x)

∂x
. (1.1)

2. 乘积
∂f(x)g(x)

∂x
=

∂f(x)

∂x
g(x) + f(x)

∂g(x)

∂x
. (1.2)

3. 商
∂ f(x)

g(x)

∂x
=

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
. (1.3)

4. 链式法则
∂f(g(x))

∂x
=

∂gT(x)

∂x

∂f(g)

∂g
. (1.4)

例 1.2计算如下函数关于向量 x的导数

f(x) = ∥Ax− y∥2.

解 方法 1：将函数展开，有

f(x) = ∥Ax− y∥2 = (Ax− y)T(Ax− y) = xTATAx− 2yTAx+ yTy.

因此有
∂f(x)

∂x
= 2ATAx− 2ATy.

方法 2：记 g(x) = Ax− y，则 f(x)可以写为如下的复合函数形式

f(x) = g(x)Tg(x).

根据链式法则，有

∂f(x)

∂x
=

∂gT(x)

∂x

∂f(g)

∂g
=

(Ax− y)T

∂x

∂gTg

∂g
= 2Ig = 2AT(Ax− y).

1.3 复矩阵微积分

在本课程中，还有可能涉及到复数矩阵的微积分。由于在实际应用中，大部分函

数都是关于复向量或者复矩阵的实值函数，因此我们只针对这种函数给出其导数的定

义，具体如下：

定义 1.4 对于复数 z = x+ jy，有映射 g : C → R，则定义其关于复数 z的导数为

∂g(z)

∂z
=

∂g(z)

∂x
+ j

∂g(z)

∂y
.

例 1.3设有复数 z = x+ jy，计算 g(z) = zz关于 z的导数。
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解 将目标函数展开，有

g(z) = zz = (x+ jy)(x− jy) = x2 + y2.

因此根据定义有
∂g(z)

∂z
=

∂g(z)

∂x
+ j

∂g(z)

∂y
= 2x+ j2y = 2z.

利用上述定义，我们同样得到类似的实值函数关于复向量和复矩阵的导数。下面

我们通过一些简单的例子，给出一些常用的经验公式。

例 1.4计算如下函数关于复向量 z的导数

g(z) = zHz.

解 记 z = x+ jy，其中 x和 y分别是实部和虚部向量，那么目标函数可以展开为

g(z) = zHz = (x− jy)(x+ jy) = xTx+ yTy.

因此根据定义有
∂g(z)

∂z
=

∂g(z)

∂x
+ j

∂g(z)

∂y
= 2x+ j2y = 2z.

例 1.5计算如下函数关于复向量 z的导数

g(z) = zHRz,

其中R是一个共轭对称矩阵。

解 记 z = x+ jy，R = P+ jQ，那么目标函数可以展开为

g(z) = zHRz = (x− jy)T(P+ jQ)(x+ jy)

= xTPx+ yTPy + yTQx− xTQy + j(xTQx− yTPx+ xTPy + yTQy).

注意到，R = RH，即

P+ jQ = PT − jQT,

因此，我们有 P = PT

Q = −QT
.

此外，对于任意一个向量 x，我们有xTQx = xT(−QT)x = −xTQTx

xTQx = (xTQx)T = xTQTx,

也就是说 xTQx = −xTQx = 0。因此，g(z)可以简化为

g(z) = xTPx+ yTPy + yTQx− xTQy.
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根据定义，我们有

∂g(z)

∂z
=

∂g(z)

∂x
+ j

∂g(z)

∂y
= 2Px− 2Qy + j(2Py + 2Qx)

= 2(P+ jQ)(x+ jy) = 2Rz.

1.4 常见统计量

在概率论中，我们经常会遇到一些常见的统计量，比如均值、方差、协方差等。这

些统计量在本课程中也会经常用到。不同的是，本课程中的对象都是采集到的离散数

据，对应向量或矩阵而不是随机变量。因此，我们需要提前了解对于向量和矩阵，如

何计算这些统计量。

设有向量 x = [ x1 x2 ··· xn ]
T
和 y = [ y1 y2 ··· yn ]

T
，两者都可以看作是某个随机变

量的 n个观测。对应的均值、方差和协方差有如下计算公式：

1. 均值：x = 1
n

∑n
i=1 xi =

1
nx

T1。

2. 方差：Var(x) = 1
n

∑n
i=1(xi − x̄)2 = 1

n (x − x̄1)T(x − x̄1)，如果均值为零，则

Var(x) = 1
nx

Tx。

3. 协方差：Cov(x,y) = 1
n

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ) = 1

n (x− x̄1)T(y − ȳ1)，如果均值

为零，则 Cov(x,y) = 1
nx

Ty。

设有矩阵X = [ x1 x2 ··· xm ] ∈ Rn×m，其中每一列都是一个向量，假设均值为零，

那么向量两两之间的协方差可以构成一个协方差矩阵 Σ，其第 i, j 个元素为

σij = Cov(xi,xj).

如果均值为零，那么协方差矩阵可以表示为

Σ =
1

n
XTX ∈ Rm×m.

例 1.6设有一个未知的数据矩阵X ∈ Rn×m，但其协方差矩阵Σ是已知的，请给出任

意投影方向 v ∈ Rm×1 下数据的方差。

解 投影后的数据向量为 x = Xv，其方差为

Var(x) =
1

n
xTx =

1

n
(Xv)T(Xv) =

1

n
vTXTXv = vTΣv.

因此，数据在任意投影方向上的方差可以由 vTΣv给出。

1.5 拉格朗日乘数法

对于等式约束的优化问题： min f(x)

s.t. h(x) = 0.
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其取得极值的必要条件如下：

1. h(x) = 0

2. ∂f(x)
∂x + λ∂h(x)

∂x = 0

其中 λ ≥ 0.

该如何理解上述两个条件呢？对于条件 1，很显然它必须成立，因为该条件本身
就是约束。对于条件 2，则可以分为两种情况。情况 1：该目标函数取得极值时，目标
函数的导数并不为 0。此时，条件 2表明 ∂f(x)

∂x = −λ∂h(x)
∂x ，也就是说目标函数梯度

下降的方向与等式约束对应的函数的梯度方向刚好反向。这意味着想要进一步降低目

标函数值，必然会影响等式约束的成立，因此，此时函数取得了极值。情况 2：设 x∗

处目标取得极值，并且 h(x∗) = 0，也就是说目标函数取得极值时，等式约束刚好满

足。此时 ∂f(x)
∂x = 0，显然当 λ = 0时，条件 2是成立的。

根据如上观察，我们可以归纳出拉格朗日乘数法，其步骤如下：

1. 构建拉格朗日函数
L(x, λ) = f(x) + λh(x).

2. 对 x和 λ分别求导，并令其为 0，得到方程组
∂f(x)
∂x + λ∂h(x)

∂x = 0

h(x) = 0
.

3. 求解上述方程组，得到 (x∗, λ∗)。

例 1.7设有如下的优化问题min f(x) = x2
1 + x1x2 + x2

2

s.t. h(x) = x2
1 + x2

2 − 1 = 0
.

请给出该问题的拉格朗日函数，并求解最优解。

解 令向量 x = [ x1
x2

]，则目标函数和约束函数可以写成如下的形式

f(x) = xTRx, h(x) = xTx− 1,

其中R =
[

1 1
2

1
2 1

]
。对应的拉格朗日函数为

L(x, λ) = xTRx+ λ(xTx− 1).

对 x和 λ分别求导，并令其为 0，得到方程组
∂f(x)
∂x + λ∂h(x)

∂x = 0

h(x) = 0
⇒

2Rx+ 2λx = 0

xTx− 1 = 0
.

不难发现 Rx = −λx，即 x是 R的特征向量，对应的特征值为 −λ。而矩阵 R有如
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下特征分解：

R = UΣUT =

[√
2
2

√
2
2√

2
2 −

√
2
2

][
3
2 0

0 1
2

][√
2
2

√
2
2√

2
2 −

√
2
2

]
.

显然，其最小特征值为 1
2，对应的模长为 1的特征向量为 x = ±

[ √
2
2

−
√
2
2

]
。
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2.1
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1
.5

1.5
1
.5

0.9

0.9

0.9

0.9

0.5

0
.5

0
.1

x1

x2

(a) 不满足极值条件

2.1

2.1

2
.1

2.1

2.1

1.5

1
.5

1.5

1
.5

0.9

0.9

0.9

0.9

0.5

0
.5

0
.1

x1

x2

(b) 满足极值条件
图 1.1 等式约束的优化问题示例

从图 1.1a可以看到，此时的点并不满足极值条件，目标函数的梯度（蓝色箭头）
和约束函数的梯度（红色箭头）并不共线，这意味着沿着黄色箭头的方向，目标函数

仍然是可以继续下降的，因此该点并不是极值点。而在极值点处，如图 1.1b所示，目
标函数的梯度和约束函数的梯度是共线的，这意味着在该点处，想要进一步降低目标

函数值，必然会影响等式约束的成立，因此该点是极值点。
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