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第 2章 矩阵方法基础1

2.1 矩阵分解2

矩阵分解是线性代数中的一个重要概念，它将一个矩阵分解为多个简单的矩阵的3

乘积。常见的矩阵分解方法包括特征分解、奇异值分解、稀疏分解等。这些分解方法4

在数值计算、信号处理和机器学习等领域有着广泛的应用。5

2.1.1 特征分解6

特征分解（Eigenvalue Decomposition）是线性代数中的一个重要概念，对于一个7

方阵A ∈ Rn×n，其特征值和特征向量是满足以下方程的标量和向量：8

Av = λv. (2.1)9

其中，λ是特征值，非零向量 v是对应的特征向量。10

如果矩阵A一共有 n个线性无关的特征向量，构成如下的特征向量矩阵11

v =

[
v1 v2 · · · vn

]
,12

那么有13

AV = VΛ, (2.2)14

其中 Λ是一个对角矩阵，其对角线上的元素为对应的特征值，即15

Λ =



λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · λn


.16

对 (2.2)两边同时左乘V−1，可以得到17

A = VΛV−1. (2.3)18

式 (2.3)就是矩阵的特征分解形式，而能够被分解的矩阵被称为可对角化矩阵。进一19

步地，对于对称矩阵，则有定理 2.1所述的特征分解形式。20

定理 2.1（对称矩阵的特征分解） 如果矩阵A是一个对称矩阵，则其特征向量构成的21
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矩阵为正交矩阵，即满足22

VTV = I.23

此时，矩阵有如下特征分解24

A = VΛVT.25

证明 设 A的特征值为 λ1, λ2, . . . , λn，对应的特征向量为 v1,v2, . . . , vn。由于 A是26

对称矩阵，所以27

Avi = ATvi = λivi28

显然，对于任意的 i ̸= j，都有如下两个等式成立：29

vT
i Avj = vT

i (Avj) = λjv
T
i vj ,

vT
i Avj =

(
ATvi

)T
vj = λiv

T
i vj .

30

因此有31

λjv
T
i vj = λiv

T
i vj .32

当 λi ̸= λj 时，vT
i vj = 0，即特征向量正交。当 λi = λj 时，可以验证对于任意的33

α, β ∈ C，以两者为系数线性组合得到的向量34

v = αvi + βvj ,35

也是特征向量，对应的特征值仍然是 λi = λj。也就是说，由 vi 和 vj 张成的平面上36

的任意向量都是特征向量。从这个平面上可以选出两个正交的特征向量 v′
i 和 v′

j，作37

为新的特征向量。这样，就可以确保所有的特征向量互相之间是正交的。如对所有特38

征向量都进行归一化，令其模长为一，则有特征向、量构成的矩阵满足39

VVT = I.40

■41

然而并不是所有的矩阵都可以进行特征分解，对于部分矩阵，其特征向量可能线42

性相关。此时，矩阵V不可逆，因此无法得到特征分解。比如，下方的 2× 2矩阵：43

A =

1 1

0 1

 .44

设其特征值为 λ，则有45

det(A− λI) = det


1− λ 1

0 1− λ


 = (1− λ)2 = 0.46
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因此，该矩阵的两个特征值都是 1，对应的特征向量相同，都为47

v =

1
0

 .48

对于这样不可对角化的矩阵，一方面我们可以进行广义特征分解，将矩阵分解为若尔49

当标准型（Jordan form）：50

定理 2.2（广义特征分解） 对于任意的 n× n矩阵A，存在一个可逆矩阵P和一个分51

块对角矩阵 J，使得52

A = PJP−1.53

分块对角矩阵 J有如下形式54

J =



J1 0 · · · 0

0 J2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · Jk


,55

其中每个 Ji 是一个若尔当块（Jordan block），其形式为56

Ji =



λi 1 0 · · · 0

0 λi 1 · · · 0

0 0 λi
. . . 0

...
...

...
. . . 1

0 0 0 · · · λi


.57

考虑到本书中基本不涉及广义特征分解，这里不再给出定理 2.2证明。除了广义58

特征分解外，我们还可以使用其他的矩阵分解方法来处理不可对角化的矩阵，比如下59

一小节给出的奇异值分解。60

例 2.1设有三座城市，且这三座城市之间人口流动的情况可以用一个矩阵来表示：61

P =


0.5 0.2 0.1

0.3 0.5 0.4

0.2 0.3 0.5

 ,62

其中，Pij 表示单位时间内，从城市 j 流入到城市 i的人口比例。比如 P11 = 0.5，表63
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明经过单位时间，有 50%的人口仍然留在城市 1，P12 = 0.2表示第 2个城市 20%的64

人口会流动到城市 1。请求解以下问题：65

1. 假设初始时刻，三个城市的人口都为 1000人，请计算经过一个单位时间后，各66

个城市的人口分布情况。67

2. 请计算经过足够长的时间后，各个城市的人口分布情况。68

解69

1. 记初始时刻三个城市的人口数量为如下向量70

x0 =


1000

1000

1000

 .71

则经过一个单位时间后，各个城市的人口数量为72

x1 = Px0 =


0.5 0.2 0.1

0.3 0.5 0.4

0.2 0.3 0.5




1000

1000

1000

 =


800

1200

1000

 .73

2. 设 xn 为经过 n个单位时间后，各个城市的人口分布情况。则有74

xn = Pxn−1 = Pnx0.75

又因为 P有如下特征分解76

P = VΛV−1,77

其中78

V ≈


0.3995 −0.8090 0.3090

0.7068 0.3090 −0.8090

0.5839 0.5000 0.5000

 , Λ ≈


1 0 0

0 0.3618 0

0 0 0.1382

 .79

因此，当 n趋向于无穷大时，Pn 的极限为80

lim
n→∞

Pn = lim
n→∞

VΛnV−1 = V


1 0 0

0 0 0

0 0 0

V−1 ≈


0.2364 0.2364 0.2364

0.4182 0.4182 0.4182

0.3455 0.3455 0.3455

 .81



2.1 矩阵分解 · 19 ·

于是，经过足够长的时间后，各个城市的人口分布情况为82

x∞ = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

Pnx0 ≈


709.1

1254.5

1036.4

 .83

2.1.2 奇异值分解84

奇异值分解（Singular Value Decomposition, SVD）是线性代数中一个非常重要的85

矩阵分解工具，被广泛应用于信号处理、统计学、机器学习、图像压缩等领域。相比86

于特征分解，奇异值分解不要求矩阵是可逆的，可以应用于任意形状的矩阵，具体见87

下方的定理。88

定理 2.3 对于任意的矩阵A ∈ Rm×n，都存在一个奇异值分解：89

A = USVT,90

其中，U ∈ Rm×m 是一个正交矩阵，V ∈ Rn×n 是一个正交矩阵，S ∈ Rm×n 是一个91

对角矩阵，对角线上的元素为A的奇异值（Singular Values）。92

证明 不妨假设m ≥ n，则ATA为一个 n× n的对称矩阵。根据特征分解定理，存在93

一个正交矩阵V和一个对角矩阵 Λ，使得94

ATA = VΛVT.95

可以验证，Λ的对角元素必然是非负的，因此不妨将矩阵ATA的特征值记作 λ2
i。令96

vi 为V的第 i列向量，并令97

ui =
Avi

∥Avi∥
=

Avi√
vT
i A

TAvi

=
1

λi
Avi.98

则有99

uT
i Avi =

1

λi
vT
i A

TAvi =
1

λi
λ2
i = λi. (2.4)100

并且，可以验证对于任意的 i ̸= j 且 i, j ≤ n，都有101

uT
i Avj =

1

λi
vT
i A

TAvj = 0. (2.5)102

注意到，uj =
1
λj
Avj，因此还可以得出 ui 和 uj 是正交的。103

不妨构造如下的矩阵104

U =

[
u1 u2 · · · un un+1 · · · um

]
∈ Rm×m,105

对于其中的列向量，当 1 ≤ i ≤ n时，有 ui =
Avi

∥Avi∥；而当 n + 1 ≤ i ≤ m时，可以106

令 ui为A的零空间中的任意向量，只需满足构成的矩阵U是一个正交矩阵即可。此107
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时，可以验证，对于任意的 i ̸= j 且 i ≤ n, j > n，都有108

uT
i Avj = 0. (2.6)109

综上所述，结合 (2.4)到 (2.6)，可以得到110

uT
i Avj =

λi, i = j,

0, i ̸= j.
111

因此，对于构造的矩阵U，可以验证其满足112

UTAV =

√Λ

0

 ∈ Rm×n,113

其中
√
Λ是 Λ的开平方，也是一个对角矩阵，其对角线上的元素为 λi，而 0是一个114

(m − n) × n的全零矩阵。记该分块矩阵为 S，并对上式两边同时左乘 U，右乘 VT，115

即可得到116

A = USVT.117

■118

有意思的是，对于对称矩阵，其奇异值分解和特征分解是等价的。不妨设有对称119

矩阵A ∈ Rn×n，其 SVD分解为120

A = USVT.121

又因为AT = A，因此有122

A = AT =
(
USVT

)T
= VSTUT.123

注意到 S是一个 n× n的对角矩阵，所以 ST = S，至此可以得到如下等式124

A = USVT = VSUT.125

观察上式，不难发现 U = V。此时，对称矩阵 A的特征分解可以写为 A = VSVT，126

因此对称矩阵的奇异值分解和特征分解是等价的。127

除此以外，SVD分解实际上提供了一种对矩阵进行低秩近似的方法。考虑如下优128

化问题：129 minB ∥A−B∥2F
s.t rank(B) = k

(2.7)130

其中 ∥ · ∥F 表示矩阵的 Frobenius范数。通过计算A的 SVD分解，并保留最大的 k个131

奇异值和对应的奇异向量，即截断 SVD（Truncated SVD）分解，可以得到该优化问132
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题的最优解：133

B =

k∑
i=1

λiuiv
T
i , (2.8)134

其中 λi 是矩阵A第 i大的奇异值。该具体证明不再展开，请读者自行推导。135

例 2.2对于如图 2.2所示的灰度图像，可以将其看作是一个 200× 300的矩阵，请利用136

奇异值分解对其进行压缩处理。

图 2.1 原始灰度图像
137

解 直接对图像矩阵进行奇异值分解，得到138

A = USVT.139

其中 S的对角线元素从大到小排列绘制的曲线如图 2.2所示。从图中可以看到，奇异140

值数值大小从大到小迅速下降，这表明大部分信息都集中在较大的奇异值对应的特征141

向量上。

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
0

2

4

·104

奇
异
值
大
小

图 2.2 奇异值大小分布
142

因此，我们可以通过保留前 k个奇异值来实现图像的压缩。具体而言，设 k为保143

留的奇异值个数，则压缩后的图像矩阵为原始矩阵的低秩近似：144

Acompressed = UkSkV
T
k ,145

其中Uk ∈ Rm×k 是U的前 k列，Sk ∈ Rk×k 是 S的前 k行和前 k列，Vk ∈ Rn×k 是146

V的前 k列。147

通过调整 k的值，可以控制压缩后的图像质量和文件大小，如图 2.3所示。可以148

看到，随着 k的增大，图像质量逐渐提高，当 k = 50时，图像质量已经非常接近原始149
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图像，此时，对应的三个矩阵的元素个数大约只有原始矩阵元素个数的 41%。

(a) (b) (c)

图 2.3 奇异值分解压缩后的图像 (a) k = 10 (b) k = 20 (c) k = 50

150

2.1.3 稀疏分解151

稀疏分解（Sparse Decomposition）是指将一个观测向量表示为一个字典矩阵与一152

个稀疏系数向量的乘积。该方法在信号处理、图像处理和机器学习等领域具有广泛应153

用，尤其在特征提取、压缩编码和降维等任务中表现出强大的建模能力。154

稀疏分解对应的优化问题可以表示为155 minx ∥x∥0
s.t Dx = y

, (2.9)156

其中，y ∈ Rm 是观测向量，D ∈ Rm×n 是字典矩阵。一般来说，n ≫ m，这意味着157

方程Dx = y可能有多个甚至无穷多个解。而稀疏分解则是希望找到其中最稀疏的那158

个解，即使得系数向量 x的非零元素个数最少。当存在噪声时，等式Dx = y可能无159

法完全满足，此时可以将约束条件改为160 minx ∥x∥0
s.t ∥y −Dx∥2 ≤ ϵ2

. (2.10)161

然而，优化问题 (2.9)中的 ℓ0-范数是非凸且不连续的，使得该问题属于 NP-hard162

问题，难以直接求解。因此，通常采用以下近似方法进行求解：163

1. 基追踪（Basis Pursuit, BP）：将 ℓ0-范数替换为其凸包 ℓ1-范数，转化为如下凸优164

化问题：165 minx ∥x∥1
s.t. Dx = y或 ∥y −Dx∥2 ≤ ϵ.

(2.11)166

在满足一定条件，如限制性等距条件（Restricted Isometry Property）时，该方法能167

够准确恢复原始的稀疏解。并且，可以通过成熟的线性规划（Linear Programming）168

或二阶锥规划（Second-Order Cone Programming）等算法高效求解。169
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2. LASSO（Least Absolute Shrinkage and Selection Operator）：通过引入 ℓ1-范数正170

则项，构造如下优化模型：171

min
x∈Rn

∥y −Dx∥22 + λ ∥x∥1 , (2.12)172

其中，λ > 0是正则化参数，用于权衡数据拟合精度与解的稀疏性。LASSO更适173

用于存在观测噪声的实际应用场景，可以通过坐标下降法（Coordinate Descent）、174

交替方向乘子法（Alternating Direction Method of Multipliers, ADMM）等算法高效175

求解。176

除了上述方法，稀疏分解还可以采用匹配追踪（Matching Pursuit）、正交匹配追踪177

（Orthogonal Matching Pursuit, OMP）、迭代阈值法（Iterative Thresholding）等方法进行178

求解，这些方法在计算效率和精度之间提供了不同的折中选择。179

将稀疏分解拓展到矩阵的情形，可以得到 k-SVD（k-Sparse Singular Value Decom-180

position）模型。该模型假设矩阵的奇异值分解可以表示为一个稀疏系数向量与字典矩181

阵的乘积。具体而言，给定一个矩阵Y ∈ Rm×n，对应的 k-SVD优化问题可以表示为182 minD,X ∥Y −DX∥2F
s.t. ∥xi∥0 = 1, ∀i = 1, . . . , n

, (2.13)183

其中，D ∈ Rm×k 是字典矩阵，X = [ x1 x2 ··· xn ] ∈ Rk×n 是稀疏系数矩阵。k-SVD184

是对聚类算法 k-均值（k-Means）的一种推广，其中字典矩阵的列向量对应聚类中心，185

而稀疏系数矩阵X则包含了聚类结果。186

除此以外，稀疏分解的矩阵推广还有另一种形式，即鲁棒主成分分析（Robust187

Principal Component Analysis, RPCA）。RPCA假设观测矩阵可以分解为一个低秩矩阵188

和一个稀疏矩阵的和。具体而言，给定一个矩阵Y ∈ Rm×n，RPCA的优化问题可以189

表示为190 minL,S ∥L∥∗ + λ ∥vec(S)∥1
s.t. Y = L+ S

, (2.14)191

其中，L ∈ Rm×n是低秩矩阵，∥·∥∗表示核范数，S ∈ Rm×n是稀疏矩阵，∥vec(·)∥1表192

示将矩阵展开为向量后的 ℓ1-范数，也即矩阵所有元素的绝对值之和。由于稀疏项的193

存在，RPCA能够有效提取数据中的异常，同时保留主要的低秩结构。194

例 2.3请对如图 2.4所示的包含椒盐噪声的图像矩阵进行去噪处理。195

解 不难发现，椒盐噪声对应的矩阵是一个稀疏矩阵，而原始图像矩阵则是一个低秩196

矩阵。因此，我们可以使用鲁棒主成分分析（RPCA）来对其进行去噪处理。算法结果197

如图 2.5所示，可以看到，所分离出的低秩矩阵基本对应无噪声的图像，而稀疏矩阵198

则对应椒盐噪声部分。199
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图 2.4 包含椒盐噪声的图像

(a) (b)

图 2.5 鲁棒主成分分析结果 (a)低秩矩阵 (b)稀疏矩阵

2.2 矩阵微分200

2.2.1 实矩阵微分201

普通的求导想必大家都很熟悉，比如对于标量函数 f(x)，其关于 x的导数可以表202

示为 ∂f(x)
∂x 。而函数不仅仅可以是关于标量的函数，也可以是关于向量甚至矩阵的函203

数。比如，一个二元函数 f(x1, x2)则可以看作是关于向量 x = [ x1 x2 ]
T 的一个函数204

f(x)。自然地，我们也可以求解其关于向量 x导数。具体而言，我们有如下定义。205

定义 2.1（标量关于向量求导） 对于向量 x ∈ Rn×1，有映射 f : Rn×1 → R，则定义206

其关于向量 x导数为207

∂f(x)

∂x
=



∂f(x)
∂x1

∂f(x)
∂x2

...

∂f(x)
∂xn


.208

换句话说，f(x)关于 x导数可以通过计算 f(x)关于 x中每一个元素的偏导数，209

并将结果排列成和 x同样维度的向量。类似地，我们也可以定义标量对矩阵的求导，210

具体定义如下。211

定义 2.2（标量关于矩阵求导） 对于矩阵 A ∈ Rm×n，有映射 f : Rm×n → R，则定212



2.2 矩阵微分 · 25 ·

义其关于矩阵A导数为213

∂f(A)

∂A
=



∂f(A)
∂a11

∂f(A)
∂a12

· · · ∂f(A)
∂a1n

∂f(A)
∂a21

∂f(A)
∂a22

· · · ∂f(A)
∂a2n

...
...

. . .
...

∂f(A)
∂am1

∂f(A)
∂am2

· · · ∂f(A)
∂amn


.214

此外，函数本身也有可能不是一个标量，而是一个向量，因此我们也需要定义向215

量对向量的求导。具体定义如下：216

定义 2.3（向量关于向量求导） 对于向量 x ∈ Rm×1，有映射 f : Rn×1 → Rm×1，则217

定义其关于向量 x导数为218

∂f(x)

∂x
=



∂f1(x)
∂x

∂f2(x)
∂x

...

∂fm(x)
∂x


.219

可以看到，对应的求导规则就是将函数的每一个元素分别对向量 x求导，并将结220

果按照 f 的形式排列。比如，m× 1列向量关于 n× 1列向量的导数为一个mn× 1的221

列向量。如果是 1×m的行向量关于 n× 1列向量的导数，那么根据规则，结果则是222

一个 n×m的矩阵。223

接下来，本节给出一些常见的矩阵微分公式，这些公式在本书的后续章节中会经224

常用到。225

例 2.4设有向量 x ∈ Rn×1、y ∈ Rn×1 和矩阵A ∈ Rn×n，计算如下导数226

1. f = xTy关于 x的导数227

2. f = xTy关于 y的导数228

3. f = xTAy关于 x的导数229

4. f = xTAy关于A的导数230

5. f = xTA关于 x的导数231

6. f = (x− y)T 关于 x的导数232

解233



· 26 · 第 2章 矩阵方法基础

1. 注意到 f = xTy =
∑n

i=1 xiyi，因此有234

∂f

∂x
=



∂f
∂x1

∂f
∂x2

...

∂f
∂xn


=



y1

y2
...

yn


= y.235

2. 同理，对于 f = xTy有236

∂f

∂y
=



∂f
∂y1

∂f
∂y2

...

∂f
∂yn


=



x1

x2

...

xn


= x.237

3. 同样地，将函数写成求和的形式 f = xTAy =
∑n

i=1

∑n
j=1 aijxiyj，因此有238

∂f

∂x
=



∂f
∂x1

∂f
∂x2

...

∂f
∂xn


=



∑n
j=1 a1jyj∑n
j=1 a2jyj

...∑n
j=1 anjyj


= Ay.239

4. 同理，对于 f = xTAy有240

∂f

∂A
=



∂f
∂a11

∂f
∂a12

· · · ∂f
∂a1n

∂f
∂a21

∂f
∂a22

· · · ∂f
∂a2n

...
...

. . .
...

∂f
∂an1

∂f
∂an2

· · · ∂f
∂ann


=



x1y1 x1y2 · · · x1yn

x2y1 x2y2 · · · x2yn
...

...
. . .

...

xny1 xny2 · · · xnyn


= xyT.241

5. 最后，对于 f = xTA，其第 j 个元素为 fj =
∑n

i=1 aijxi，因此有242

∂f

∂x
=

[
∂f1
∂x

∂f2
∂x · · · ∂fn

∂x

]
=



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann


= A.243
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6. 对于 f = x− y，有244

∂f

∂x
=

[
∂(x1−y1)

∂x
∂(x2−y2)

∂x · · · ∂(xn−yn)
∂x

]
=



1 0 · · · 0

0 1 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · 1


= I.245

从上面的例子中，我们可以得到一些经验结论：246

1. 如果向量位于函数表达式的左侧且有转置，那么导数则直接是右侧变量，比如247

∂xTy
∂x = y和 ∂xTA

∂x = A。248

2. 如果向量位于函数表达式的右侧，那么导数则是左侧变量加转置，比如 ∂xTy
∂y = x249

和 ∂Ay
∂y = AT。250

矩阵微分有四个常用的性质：线性、乘积、商和链式法则，具体见性质 2.1。251

性质 2.1（矩阵微分的四个性质） 以下性质中的前三个与标量函数求导的性质类似，252

只有最后一个链式法则略有不同。253

1. 线性254

∂(af(x) + bg(x))

∂x
= a

∂f(x)

∂x
+ b

∂g(x)

∂x
. (2.15)255

2. 乘积256

∂f(x)g(x)

∂x
=

∂f(x)

∂x
g(x) + f(x)

∂g(x)

∂x
. (2.16)257

3. 商258

∂ f(x)
g(x)

∂x
=

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
. (2.17)259

4. 链式法则260

∂f(g(x))

∂x
=

∂gT(x)

∂x

∂f(g)

∂g
. (2.18)261

例 2.5计算如下函数关于向量 x的导数262

f(x) = ∥Ax− y∥2.263

解 方法 1：将函数展开，有264

f(x) = ∥Ax− y∥2 = (Ax− y)T(Ax− y) = xTATAx− 2yTAx+ yTy.265

因此有266

∂f(x)

∂x
= 2ATAx− 2ATy.267
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方法 2：记 g(x) = Ax− y，则 f(x)可以写为如下的复合函数形式268

f(x) = g(x)Tg(x).269

根据链式法则，有270

∂f(x)

∂x
=

∂gT(x)

∂x

∂f(g)

∂g
=

(Ax− y)T

∂x

∂gTg

∂g
= 2Ig = 2AT(Ax− y).271

2.2.2 复矩阵微分272

在本课程中，还有可能涉及到复数矩阵的微分。由于在实际应用中，大部分函数273

都是关于复向量或者复矩阵的实值函数，因此我们只针对这种函数给出其导数的定274

义，具体如下。275

定义 2.4 对于复数 z = x+ jy，有映射 g : C → R，则定义其关于复数 z的导数为276

∂g(z)

∂z
=

∂g(z)

∂x
+ j

∂g(z)

∂y
.277

例 2.6设有复数 z = x+ jy，计算 g(z) = zz关于 z的导数。278

解 将目标函数展开，有279

g(z) = zz = (x+ jy)(x− jy) = x2 + y2.280

因此根据定义有281

∂g(z)

∂z
=

∂g(z)

∂x
+ j

∂g(z)

∂y
= 2x+ j2y = 2z.282

利用上述定义，我们同样得到类似的实值函数关于复向量和复矩阵的导数。下面283

我们通过一些简单的例子，给出一些常用的经验公式。284

例 2.7计算如下函数关于复向量 z的导数285

g(z) = zHz.286

解 记 z = x+ jy，其中 x和 y分别是实部和虚部向量，那么目标函数可以展开为287

g(z) = zHz = (x− jy)(x+ jy) = xTx+ yTy.288

因此根据定义有289

∂g(z)

∂z
=

∂g(z)

∂x
+ j

∂g(z)

∂y
= 2x+ j2y = 2z.290

例 2.8计算如下函数关于复向量 z的导数291

g(z) = zHRz,292

其中R是一个共轭对称矩阵。293
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解 记 z = x+ jy，R = P+ jQ，那么目标函数可以展开为294

g(z) = zHRz = (x− jy)T(P+ jQ)(x+ jy)

= xTPx+ yTPy + yTQx− xTQy + j(xTQx− yTPx+ xTPy + yTQy).
295

注意到，R = RH，即296

P+ jQ = PT − jQT,297

因此，我们有298 P = PT

Q = −QT
.299

此外，对于任意一个向量 x，我们有300 xTQx = xT(−QT)x = −xTQTx

xTQx = (xTQx)T = xTQTx,
301

也就是说 xTQx = −xTQx = 0。因此，g(z)可以简化为302

g(z) = xTPx+ yTPy + yTQx− xTQy.303

根据定义，我们有304

∂g(z)

∂z
=

∂g(z)

∂x
+ j

∂g(z)

∂y
= 2Px− 2Qy + j(2Py + 2Qx)

= 2(P+ jQ)(x+ jy) = 2Rz.

305

2.3 张量及相关运算306

2.3.1 张量的定义307

张量（Tensor）是线性代数与多线性代数中的一个基本概念，可视为标量（0阶张308

量）、向量（1阶张量）和矩阵（2阶张量）在更高维度上的推广，如图 2.6所示。形309

式上，一个 n阶张量可以表示为一个多维数组：310

T ∈ RI1×I2×···×In ,311

其中每个维度称为一个“模”（mode），维度的个数即为张量的“阶”（order）。312

对于 n阶张量 T，其中元素可以用 n个索引来表示，通常记为 ti1i2···in，其中 ik313

表示第 k个模的索引。比如，图 2.7所示的 3阶张量 T ∈ R4×4×4，其中蓝色立方体对314

应的元素的索引为 (3, 4, 2)，即 t342。315

实际上，张量这种形式的数据结构在实际应用中非常常见，比如一张彩色图像316

就可以看作是一个 3 阶张量，这个三阶张量的三个模分别是高度、宽度和颜色通317
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(a) (b) (c) (d)

图 2.6 张量的示意图 (a) 0阶张量 (b) 1阶张量 (c) 2阶张量 (d) 3阶张量

模 1

模 2

模 3

图 2.7 张量索引示意图

道。图 2.8a 展示了一张 200 × 300 像素大小的彩色图像，其对应的张量表示为 T ∈318

R200×300×3，其中第三个模的三个索引分别对应红色通道图 2.8b、绿色通道图 2.8c和319

蓝色通道图 2.8d。320

(a) (b) (c) (d)

图 2.8 一张彩色图像的张量表示 (a)原图 (b)红色通道 (c)绿色通道 (d)蓝色通道

为了方便对张量进行分析，通常可以将其展开为矩阵的形式，对应的操作被称作321

模-k展开（Mode-k Flattening）。具体而言，对于一个 n阶张量 T ∈ RI1×I2×···×In，其322

模-k展开可以表示为一个矩阵 Tk ∈ RIk×(I1I2···Ik−1Ik+1···In)，其中矩阵的每一列对应323

张量 T 在模 k上的一个纤维（Fiber），即固定其他模的索引后，模 k上的所有元素构324
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成的向量：325 [
ti1···ik−11ik+1···in ti1···ik−12ik+1···in · · · ti1···ik−1Ikik+1···in

]T
.326

比如，图 2.8a所示的张量 T ∈ R200×300×3可以通过模-1展开得到一个矩阵 T1 ∈327

R200×(300×3)，而通过模-2展开则得到一个矩阵 T2 ∈ R300×(200×3)。328

(a) (b)

图 2.9 张量模-k展开示意图 (a)模-1展开 (b)模-2展开

除了图像以外，视频也可以看作是一个 4阶张量，对应的四个模分别为高度、宽329

度、颜色通道和时间。比如，一段 10秒的视频，分辨率为 1920× 1080像素，帧率为330

30帧/秒，那么对应的张量可以表示为 T ∈ R1920×1080×3×300。此外，本书涉及到的多331

域雷达数据也可以看作是高阶张量，利用张量的相关知识，可以对这些数据进行有效332

的分析和处理。333

张量的模-k 展开还可以进一步推广为多模展开（Multi-Mode Flattening），即334

同时对多个模进行展开。具体而言，对于一个 n 阶张量 T ∈ RI1×I2×···×In，其模-335

{k1, k2, · · · , km}展开可以表示为一个矩阵 Tk1k2···km
∈ R(Ik1

Ik2
···Ikm )×(Il1Il2 ···Iln−m

)，336

其中 {l1, l2, · · · , ln−m} = {1, 2, · · · , n} \ {k1, k2, · · · , km}，即剩余的模。337

2.3.2 张量的运算338

本节首先介绍一种生成张量的运算，即外积（Outer Product），然后介绍张量与339

向量、矩阵之间的乘法，即 k 模积（k-Mode Product），以及张量乘法与克罗内克积340

（Kronecker Product）之间的关系。341

内积（Inner Product）是线性代数中一个基本的运算，其可以将两个向量映射为一342

个标量。具体而言，对于两个 n维向量 a, b ∈ Rn，其内积定义为343

⟨a, b⟩ = aTb =

n∑
i=1

aibi.344

而外积则刚好相反，同样是两个 n维向量 a, b ∈ Rn，通过外积可以生成一个 n×n的345

矩阵X，该矩阵可以表示为346

X = a ◦ b = abT.347

换句话说，矩阵 X的第 i, j 个元素为 xij = aibj。此外，外积还可以推广到任意个数348
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的向量之间，具体定义如下。349

定义 2.5 给定 n个向量 x(1) ∈ RI1 ,x(2) ∈ RI2 , · · · ,x(n) ∈ RIn，它们的外积定义为350

T = x(1) ◦ x(2) ◦ · · · ◦ x(n) ∈ RI1×I2×···×In .351

对于张量 T 中的元素，其第 i1, i2, · · · , in 个元素有如下表达式352

ti1,i2,··· ,in = x
(1)
i1

x
(2)
i2

· · ·x(n)
in

,353

其中，x
(k)
ik
表示向量 x(k) 的第 ik 个元素。354

特别地，如果将同一个向量 x进行 n次外积，可以得到一个 n阶张量，记作355

T = x ◦ x ◦ · · · ◦ x = x◦n.356

并且，该张量是一个对称张量，即任意交换 i1, i2, · · · , in的顺序，其对应的元素不变，357

比如358

ti1,i2,··· ,in = tin,in−1,··· ,i1 = xi1xi2 · · ·xin .359

而 k模积同样是最基本的张量运算之一，它可以看作是矩阵乘法的推广，其定义360

如下。361

定义 2.6 给定张量 T ∈ RI1×I2×···×IN 与矩阵U ∈ RJ×Ik，两者的 k模积操作可以表362

示为363

T ×k U ∈ RI1×···×Ik−1×J×Ik+1×···×IN , (2.19)364

k模积结果中的元素具有如下表达式365

(T ×k U)i1···ik−1jik+1···iN =

Ik∑
ik=1

ti1···ik−1ikik+1···iNujik , (2.20)366

其中 ti1i2···in , ujik 分别为张量 T 和矩阵U对应位置的元素367

我们知道，矩阵乘以一个向量可以看作是用该向量中的元素对矩阵的各个列向量368

进行线性组合. 同样地，张量与向量的 k 模积也可以看作用向量中的元素对张量沿着369

第 k个维度的切片进行线性组合. 例如，对于一个三阶张量 A ∈ R3×3×4，该张量 3模370

积一个 1× 4大小的向量将会得到一个 3× 3的矩阵，具体操作如图 2.10所示. 在这个371

例子中，线性组合的对象不再是向量，而是张量沿着第三个维度的切片，也就是矩阵.372

373

类似地，张量与一个矩阵的 k模积则可以看作是：使用该矩阵的每一行对张量的374

第 k个维度的切片进行线性组合得到一个新的切片，然后将这些切片组合成一个新的375

张量. 例如，对于一个三阶张量 A ∈ R3×3×4，其 3模积一个 2× 4大小的矩阵会得到376

一个 3× 3× 2的张量，具体操作如图 2.11所示。377

例 2.9利用 k模积，将彩色图像张量 T ∈ Rh×w×3，转换为灰度图像矩阵 T ∈ Rh×w。378
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图 2.10 张量与向量 k模积示意图
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图 2.11 张量与矩阵 k模积示意图

解 对于一个普通的彩色图像，其对应的灰度图像可以看作是将彩色图像的三个颜色379

通道进行加权求和得到的，即380

Y = 0.299R+ 0.587G+ 0.114B,381

其中 R,G,B 分别表示彩色图像的红色、绿色和蓝色通道。因此，可以构建如下向量382

w =

[
0.299 0.587 0.114

]
.383

并利用 k模积将彩色图像张量转换为灰度图像矩阵，即384

T = T ×3 w.385

2.3.3 张量分解386

类似于矩阵的奇异值分解（SVD），张量分解旨在将高维张量表示为低维张量的387

组合。常见的张量分解方法包括 CANDECOMP/PARAFAC（CP分解）和 Tucker分解388
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等。389

给定一个张量 T ∈ RI1×I2×···×IN，其 CP分解可以表示为390

T ≈
R∑

r=1

x
(r)
1 ◦ x(r)

2 ◦ · · · ◦ x(r)
N ,391

其中，x
(r)
1 ∈ RI1 ,x

(r)
2 ∈ RI2 , · · · ,x(r)

N ∈ RIN 为基向量，R为分解秩。简而言之，张392

量 CP分解旨在将高维张量表示为多个秩一张量的和。为了避免向量大小带来的模糊393

问题，我们可以规定所有的基向量的模长都为 1，此时 CP分解的可以写为394

T ≈
R∑

r=1

λrx
(r)
1 ◦ x(r)

2 ◦ · · · ◦ x(r)
N ,395

其中，λr 为标量系数，表示第 r个秩一张量的权重。396

而 Tucker分解则将张量表示为核心张量与一组因子矩阵的乘积，其形式为397

T ≈ G ×1 X1 ×2 X2 ×3 · · · ×N XN ,398

其中，G ∈ RJ1×J2×···×JN 为核心张量，X(n) ∈ RJn×In 为第 n个维度的因子矩阵。399

根据性质 C.6，可以将 CP分解写为如下的形式400

T ≈ D ×1 X1 ×2 X2 ×3 · · · ×N XN ,401

其中，D ∈ RR×R×···×R 为对角张量，对角线元素为 λr。而 Xn ∈ RIn×R 则是有所有402

的 x
(r)
n 构成的矩阵：403

Xn =

[
x
(1)
n x

(2)
n · · · x

(R)
n

]
.404

这表明 Tucker分解可以看作是对 CP分解的一种推广。405

例 2.10对图 2.8a所示的彩色图像进行 CP分解，并重构出低秩近似图像。406

解 令 R = 200，对图 2.12进行 CP分解，对应的各个秩一分量的权重如图 2.12所示。407

可以发现，类似于 SVD分解，权重下降速度极快，这意味着图像的主要信息集中在少408

数几个秩一分量中。409

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
·105

λ

图 2.12



2.4 常见统计量的矩阵表示 · 35 ·

如图 2.13所示，当使用的秩一分量数量接近 50时，重构图像的质量已经非常接410

近原始图像。411

(a) (b) (c)

图 2.13 重构图像 (a) 10个秩一分量 (b) 20个秩一分量 (c) 50个秩一分量

2.4 常见统计量的矩阵表示412

在概率论中，我们经常会遇到一些常见的统计量，比如均值、方差、协方差等。这413

些统计量在本课程中也会经常用到。不同的是，本课程中的对象都是采集到的离散数414

据，对应向量或矩阵而不是随机变量。因此，我们需要提前了解对于向量和矩阵，如415

何计算这些统计量。416

设有向量 x = [ x1 x2 ··· xn ]
T，可以看作是某个随机变量的 n个观测。下面，我们417

利用求和的形式，给出该随机变量的样本均值和方差的计算公式。首先是样本均值：418

x = Mean(x) =
1

n

n∑
i=1

xi.419

在获得均值的基础上，我们可以进一步计算样本方差：420

σ2 = Var(x) =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2.421

如果样本均值为零，则样本方差计算公式可以简化为422

σ2 = Var(x) =
1

n

n∑
i=1

x2
i .423

这两个统计量是最常见的，使用最为广泛的统计量，分别反映的数据的平均趋势（直424

流分量）和离散程度（功率）。425

除此之外，还有其他统计量，比如偏度（三阶统计量）和峰度（四阶统计量）等，426

这都属于高阶统计量。其中，样本偏度的计算公式为427

Skew(x) =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)3

σ3
.428
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而样本峰度的计算公式为429

Kurt(x) =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)4

σ4
.430

偏度通常用于衡量数据分布的对称性，而峰度则用于衡量数据分布偏离正态分布的程431

度。当数据的均值为 0，方差为 1时，这两个统计量的计算公式可以简化为432

Skew(x) =
1

n

n∑
i=1

x3
i , Kurt(x) =

1

n

n∑
i=1

x4
i .433

需要注意的是，上述公式都是针对样本的计算公式。当直接考虑随机变量X 时，对应434

的计算公式只需将求平均换为期望即可，比如：435

X = E[X].436

例 2.11给定一个正态分布的随机变量 X，设其均值为 0，方差为 1，请计算其偏度和437

峰度。438

解 对于均值为 0，方差为 1的正态分布，其概率密度函数为439

f(x) =
1√
2π

e−
1
2x

2

.440

由于正态分布的对称性，其偏度为441

Skew(X) = E
[
X3

]
=

∫ +∞

−∞
x3f(x)dx = 0.442

此外，根据Wick’s定理1，我们可以得到正态分布的峰度为443

Kurt(X) = E
[
X4

]
= 3E2

[
X2

]
= 3.444

因此，对于标准正态分布，其偏度和峰度分别为445

Skew(X) = 0, Kurt(X) = 3.446

接下来，我们尝试使用矩阵来表示这些统计量。均值对应的矩阵表示较为简单，447

即448

x =
1

n
xT1, (2.21)449

其中 1为一个全一的向量，其大小与 x相同。当均值为 0时，方差的矩阵表示如下：450

σ2 =
1

n
xTx. (2.22)451

然而，三阶和四阶样本统计量显然没有办法通过简单的矩阵运算来表示，此时就需要452

引入张量。注意到，(2.21)和 (2.22)可以表示为如下的张量形式453

x =
1

n
1×1 x

T, σ2 =
1

n
I×1 x

T ×2 x
T, (2.23)454

1需要注意的是 E
[
X4

]
= 3E2

[
X2

]
仅在正态分布下成立。
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其中 I为单位矩阵。根据 (2.23)，可以自然地推导出三阶和四阶样本统计量的张量表455

示形式（均值为 0，方差为 1），如下456

Skew(x) =
1

n
I3 ×1 x

T ×2 x
T ×3 x

T,

Kurt(x) =
1

n
I4 ×1 x

T ×2 x
T ×3 x

T ×4 x
T,

(2.24)457

其中 Ik ∈ Rn×n×···×n 为 k阶对角张量，其对角元素都为 1，即458

Ik(i, i, . . . , i) = 1, i = 1, 2, · · · , n.459

至此，我们可以给出任意一个均值为 0，方差为 1的向量的任意阶样本统计量的张量460

表示形式：461

Sk(x) =
1

n
Ik ×1 x

T ×2 x
T · · · ×k xT, k ≥ 3. (2.25)462

在实际应用中，往往需要处理多维数据，此时，我们更关心数据在某个投影下463

的统计信息。设有数据 X ∈ Rn×p，其中 n 为样本数，p 为特征数。令投影向量为464

v ∈ Rp×1，则投影后的为Xv ∈ Rn×1。对于该向量，我们同样可以利用样本统计量的465

计算公式来计算相应的统计量。但注意到，对于均值，我们有466

Mean(Xv) =
1

n
(Xv)

T
1 =

1

n
vTXT1 = vT

(
1

n
XT1

)
.467

这意味着，我们可以提前计算 u = 1
nX

T1并将其存储，而对于任意投影方向的均值468

计算，我们只需要计算 vTu即可。当数据 X的样本数远大于特征数 p时，这种方法469

可以大大提高计算效率。470

类似地，对于方差（设均值为 0），我们有471

Var(Xv) =
1

n
(Xv)

T
(Xv) =

1

n
vTXTXv = vTΣv,472

其中 Σ = 1
nX

TX被称作协方差矩阵。可以看到，在得到协方差矩阵的基础上，任意473

方向上的方差都可以通过 vTΣv来快速得到。换句话说，协方差矩阵包含了数据的所474

有二阶统计量信息。475

对于高阶统计量，是否也存在某个矩阵或者张量包含了数据所有的高阶统计量信476

息呢？答案是肯定的，这里以三阶统计量偏度为例，注意到477

Skew(Xv) =
1

n
I3 ×1 (Xv)T ×2 (Xv)T ×3 (Xv)T

=

(
1

n
I3 ×1 X

T ×2 X
T ×3 X

T

)
×1 v

T ×2 v
T ×3 v

T

= S ×1 v
T ×2 v

T ×3 v
T,

478

其中 S = 1
nI3 ×1 X

T ×2 X
T ×3 X

T 是一个三阶张量，其大小为 p× p× p。479
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根据张量 k模积的定义，我们可以得到 S(i, j, k)的表达式如下480

S(i, j, k) = 1

n

n∑
a,b,c=1

I3(a, b, c)xaixbjxck =
1

n

n∑
l=1

xlixljxlk,481

其中 xij 表示矩阵X的第 i, j 个元素，并且张量 S 是一个对称张量。进一步地，令 Sl482

为一个 p× p× p的张量，其第 i, j, k个元素为483

Sl(i, j, k) = xlixljxlk.484

根据外积的定义，不难发现 Sl 是由向量 xl = [ xl1 xl2 ··· xlp ]
T 的外积构成的，即485

Sl = xl ◦ xl ◦ xl.486

并且向量 xl 中的元素刚好对应矩阵X的第 l行中的元素。此时，张量 S 可以表示为487

S =

n∑
l=1

Sl =
1

n

n∑
l=1

xl ◦ xl ◦ xl.488

因此，任意投影方向上的偏度可以表示为489

Skew(Xv) = S ×1 v
T ×2 v

T ×3 v
T.490

方便起见，可以将上面的式子简化为491

Skew(Xv) = Sv3,492

其中，S 被称作协偏度张量，其包含了数据所有的三阶统计量信息。493

有意思的是，对于均值和方差，同样有类似的表达式：494

u =
1

n

n∑
l=1

xl, Σ =
1

n

n∑
l=1

xl ◦ xl.495

任意方向上的均值和方差可以表示为496

Mean(Xv) = u×1 v
T, Var(Xv) = Σ×1 v

T ×2 v
T.497

因此，对于数据 X，我们可以类似地计算其任意的高阶协方差张量（均值为零，498

方差为一）：499

Sk =
1

n

n∑
l=1

x◦k
l ,500

其中 Sk 为数据的 k阶统计张量。基于 Sk，数据在任意方向上的投影的统计量可以表501

示为502

Sk(Xv) = Skv
k.503
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