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第 1章 最小二乘法
最小二乘法（Least Squares, LS）自诞生以来，在诸多领域已经得到了广泛的应用.

本章将首先分别从行空间和列空间的角度给出线性方程组的两个图像，然后从代数、

几何、概率等角度对最小二乘法给出全方位的诠释.

1.1 问题背景

1766年，德国有一位名叫约翰·提丢斯（Johann Daniel Titius, 1729-1796）的大学
教授，写了下面的数列

3× 2n + 4

10
, n = −∞, 0, 1, 2, 3, · · · .

令人惊奇的是，他发现这个数列的每一项与当时已知的六大行星（水星、金星、地球、

火星、木星、土星）到太阳的距离比例（地球到太阳的距离定义为 1）有一定的联系.
提丢斯的朋友，天文学家波得（Johann Elert Bode, 1747-1826）深知这一发现的重要意
义，就于 1772年公布了提丢斯的这一发现. 这串数从此引起了众多科学家的极大重
视，并被称为提丢斯 波得定律（即太阳系行星与太阳平均距离的经验规则）. 当
时，人们还没有发现天王星和海王星，认为土星就是距太阳最远的行星. 1781年，英
籍德国人赫歇尔（William Herschel, 1738-1822）在接近 19.6的位置上（即数列中的第
8项）发现了天王星，从此，人们就对这一定则深信不疑了. 根据这一定则，在数列的
第 5项即 2.8的位置上也应该对应一颗行星，只是还没有被发现. 于是，许多天文学家
和天文爱好者便以极大的热情，踏上了寻找这颗新行星的征程.

水星
0.39

金星
0.71

地球
1.00

火星
1.52 ?

木星
5.20

土星
9.54 ? ?

0.4 0.7 1.0 1.6 2.8 5.2 10.0 19.6 38.8

图 1.1 六大行星到太阳的距离（近似）比例，其中假定地球到太阳的距离为 1

1801年，意大利天文学家皮亚齐（Giuseppe Piazzi, 1746-1826）终于在相应位置
发现了一颗小行星（即谷神星）. 遗憾的是，经过 40天的跟踪观测后，由于谷神星运
行至太阳背后，皮亚齐失去了谷神星的位置. 随后全世界的科学家利用皮亚齐的观测
数据开始寻找谷神星，但是根据大多数人计算的结果来寻找谷神星都没有收获. 时年
24岁的高斯（Johann Carl Friedrich Gauss, 1777-1855）也采用了一种新方法（即为最小
二乘法）计算了谷神星的轨道. 奥地利天文学家奥尔伯斯（Heinrich Wilhelm Matthias
Olbers, 1758-1840）根据高斯计算出来的轨道重新发现了谷神星. 高斯使用的最小二乘
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法于 1809年发表在他的著作《天体运动论》中，而法国科学家勒让德（Adrien-Marie
Legendre, 1752-1833）于 1806年独立发现了最小二乘法，但因不为时人所知而默默无
闻. 两人曾为谁最早创立最小二乘法原理发生争执. 最小二乘法自创立以来，在自然科
学乃至社会科学的各个领域得到了广泛的应用.

由于最小二乘法大多用于线性方程组的求解，因此，接下来我们首先给出线性方

程组的两个图像.

1.2 线性方程组的两个图像

对于下面包含m个方程、n个未知量的线性方程组

a11x1 + a12x2+ · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2+ · · ·+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2+ · · ·+ amnxn = bm

, (1.1)

可以将其写成矩阵（向量）形式

Ax = b,

其中

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 ,

为线性方程组的系数矩阵，

x =


x1

x2

...
xn

 , b =


b1

b2
...
bm

 ,

分别为待求解的变量组成的向量和方程组右边的常数项组成的向量.

对于线性方程组 (1.1)，一般可以从两个角度来理解：行空间角度和列空间角度.
从行空间角度，该方程组可以认为是 n维空间中 m个超平面的交集. 从列空间角度，
该方程组的常向量 b可以认为是系数矩阵 A的列向量的线性组合，其中 x的分量为

组合系数.
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1.2.1 线性方程组的行空间图像

(1.1)中的线性方程组由 m个线性方程构成，其中每一个方程均代表 n维空间中

的一个超平面. 以其中的第 i个方程为例，即

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn = bi.

显然，该方程是 n维空间中以系数矩阵 A的第 i个行向量
[
ai1 ai2 · · · ain

]
为法

方向的 (n− 1)维超平面. 而线性方程组 (1.1)的解则可以认为是这 m个 (n− 1)维超

平面的交集，此即为线性方程组的行空间图像. 其中，由系数矩阵A的所有行向量张

成的线性空间称为A的行空间.
下面以一个简单的线性方程组为例给出线性方程组行空间图像的直观理解，即{

2x1 + x2 = 3

x1 + 2x2 = 3
. (1.2)

显然，该方程组由二维平面上的两条直线方程构成（如图 1.2），即直线方程 2x1+x2 = 3

和直线方程 x1 + 2x2 = 3. 两条直线的法线分别为系数矩阵的两个行向量. 这两条直线
的交点 (1,1)即为该线性方程组的唯一解.

x

y

O−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

图 1.2 线性方程组的行空间图像

在方程组中的未知数和方程的个数都非常少的时候，利用方程组的行空间图像来

理解线性方程组或许是一种不错的选择（如图 1.2）. 但当方程组的未知数和方程组的
个数比较多的时候，行空间的方式将很难得到方程组的清晰图像. 比如当 m = n = 3

时，线性方程组 (1.1)的解对应于三维空间中三个二维平面的交集. 尽管我们仍然可以
通过类似于图 1.2的方式分别画出三个平面，然后再探讨它们的交集情况. 但是，与平
面上两条直线的相交问题相比，三维空间中三个平面的相交情况无论从绘图，还是从

交集结构角度，都明显要复杂一些. 进一步地，当方程组的变量的个数和方程的个数
更多时，利用行空间图像的方式来理解线性方程组，将更为繁琐，甚至不可接受.
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从行空间图像的角度来理解线性方程组，可以得到一些有悖于我们常识的有意思

的结论. 比如，当m = n = 4时，(1.1)变为

a11x1 + a12x2 + a13x3 + a14x4 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + a24x4 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 + a34x4 = b3

a41x1 + a42x2 + a43x3 + a44x4 = b4

, (1.3)

该方程组包含 4个变量和 4个方程. 其中每个方程对应着四维空间的一个三维超平面.
不妨假设该方程组的系数矩阵A非奇异. 从行空间图像角度，(1.3)的解对应 4个三维
超平面的交集. 如果我们联立前两个方程，则可以得到四维空间中的一个二维平面 S1.
相应地，后两个方程联立也同样可以得到四维空间中的另一个二维平面 S2. 因此，从
行空间图像角度，(1.3)的解也可以认为对应着这两个二维平面的交集. 由系数矩阵的
非奇异性，我们知道该方程组只有唯一解 x = A−1b . 这意味着，S1 与 S2 相交且只

交于一点. 因此，在四维空间中，两个平面可以只相交于一个点.

从上面两个平面交于一个点的例子可以看出，在三维空间中不可能出现的事情，

在四维空间中却真实地发生了. 因此，在大多数情况下，尽管行空间图像并不是一个
处理线性方程组的好的方式，但它却有助于增进我们对高维世界的理解.

1.2.2 线性方程组的列空间图像

记A =
[
a1 a2 · · · an

]
，则线性方程组 (1.1)可以表示为

x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan = b, (1.4)

即方程组 (1.1)右边的常数向量 b可以表示为系数矩阵A的列向量的线性组合，且组

合系数为待求的未知变量. 此即为线性方程组的列空间图像，其中由系数矩阵A的所

有列向量张成的线性空间称为A的列空间.

从列空间图像的角度，(1.2)可以重新表示为

x1

[
2

1

]
+ x2

[
1

2

]
=

[
3

3

]
. (1.5)

在 (1.5)中，方程组的常数项向量表示为系数矩阵的两个列向量的线性组合，且组合
系数分别为两个待求的变量 x1, x2. 显然 x1 = x2 = 1即为满足 (1.5)的解. 从图 1.3可

以看出，我们也可以将 x =
[
x1 x2

]T
看作 b在 η = {(2, 1), (1, 2)}坐标系下的坐标.

接下来，我们分别从行空间图像角度和列空间图像角度探讨一下线性方程组的解

的存在性. 从行空间图像角度，当线性方程组的各个方程所对应的超平面的交集非空
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图 1.3 线性方程组的列空间图像

的时候，线性方程组有解；反之，则无解. 从列空间图像角度，当线性方程组右边的常
数项向量位于系数矩阵的列空间时，方程有解；否则，则无解. 从中可以看出，相对于
线性方程组的行空间图像，线性方程组的列空间图像更为简洁、清晰.

对于一个线性方程组，当常数项向量位于系数矩阵的列空间时，可以很容易得到

方程组的精确解. 而当常数项向量不能由系数矩阵的列向量线性表出时，我们可以引
入最小二乘法来得到方程组的近似解.

1.3 线性方程组的最小二乘解

由线性方程组的求解理论可知，在求解线性方程组时，当方程的个数多于未知数

（变量）的个数时，方程往往无解，此类方程组称为矛盾方程组或超定方程组. 最小二
乘法是求解矛盾方程组的经典方法. 下面分别从行空间图像角度和列空间角度给出最
小二乘法的两种解法.

1.3.1 最小二乘法的行空间方法

不妨假设线性方程组 (1.1)是矛盾方程组. 从行空间图像的角度，即不存在一组系
数 x1, x2, · · · , xn，使得方程组 (1.1)中的每一个方程都成立. 那么，退而求其次，我们
希望存在一组系数 x1, x2, · · · , xn，使得方程组的每一个方程都尽量成立，即对于每一

个方程，我们希望 ai1x1+ai2x2+ · · ·+ainxn = bi, i = 1, 2, · · · ,m尽量成立. 因此，自
然而然，我们可以用

(∑n
j=1 aijxj − bi

)2
来衡量第 i个方程在这组系数下的误差. 此

时，针对线性方程组，这组系数的求解问题就可以转化为如下优化模型
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min
x1,x2,··· ,xn

f (x1, x2, · · · , xn) =

m∑
i=1

 n∑
j=1

aijxj − bi

2

. (1.6)

为了得到上述优化模型的最优解,我们可以首先求解目标函数的稳定点,即满足目标函
数相对于每个自变量的偏导数都为 0的点. 由于

∂f (x1, x2, · · · , xn)

∂xk
= 2

m∑
i=1

aik

 n∑
j=1

aijxj − bi

令= 0, k = 1, 2, · · · , n,

因此，目标函数稳定点的求解可以转化为如下线性方程组的求解

m∑
i=1

n∑
j=1

ai1aijxj =

m∑
i=1

ai1bi

m∑
i=1

n∑
j=1

ai2aijxj =

m∑
i=1

ai2bi

...
m∑
i=1

n∑
j=1

ainaijxj =

m∑
i=1

ainbi

. (1.7)

显然 (1.7)是一个有 n个未知量 n个方程的线性方程组，令

Ã =


∑m

i=1 ai1ai1
∑m

i=1 ai1ai2 · · ·
∑m

i=1 ai1ain∑m
i=1 ai2ai1

∑m
i=1 ai2ai2 · · ·

∑m
i=1 ai2ain

...
...

. . .
...∑m

i=1 ainai1
∑m

i=1 ainai2 · · ·
∑m

i=1 ainain

 , b̃ =


∑m

i=1 ai1bi∑m
i=1 ai2bi

...∑m
i=1 ainbi

 ,

则 (1.7)的解为
x = Ã−1b̃. (1.8)

尽管 (1.8)的表达式比较简洁，但由于 (1.7)的系数矩阵 Ã过于繁杂，因此实际应用中

我们大多从线性方程组的列空间图像角度给出方程组的最小二乘解.

1.3.2 最小二乘法的列空间方法

当线性方程组 (1.1) 为矛盾方程组时，从列空间图像的角度，这意味着常数项
向量 b 不在方程组 (1.1) 的系数矩阵 A 的列空间中，或者说 b 不能由 A 的列向量

线性表出. 同样地，退而求其次，我们可以寻求找到一组系数 x1, x2, · · · , xn，使得

x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan = Ax与向量 b尽量接近. 不妨用这两项之差的 2-范数的平
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方来衡量它们之间的误差，这样，这组系数的求解问题可以转化为如下优化模型

min
x

f(x) = ∥Ax− b∥2. (1.9)

为了得到 (1.9)的最优解，我们同样需要先找到目标函数的稳定点. 首先，将目标函数
展开可以得到

f(x) = ∥Ax− b∥2 = (Ax− b)T(Ax− b) = xTATAx− 2xTATb+ bTb.

利用矩阵微积分公式（相关知识见附录 B）可以得到
∂f(x)

∂x
= 2ATAx− 2ATb.

令 ∂f(x)
∂x = 0,有

x =
(
ATA

)−1
ATb = A†b, (1.10)

此即为线性方程组的最小二乘解，其中A† =
(
ATA

)−1
AT 称为矩阵A的广义逆.

事实上,模型 (1.9)与 (1.6)是等价的,所以 (1.9)可以认为是 (1.6)的矩阵（向量）表
达. 注意到

Ã = ATA, b̃ = ATb.

因此，两种方式得到的线性方程组的最小二乘解 (1.10)与 (1.8)也是等价的. 但毫无疑
问，与基于行空间图像的方法相比，基于列空间图像的最小二乘解更为简洁、直观、

优美.

1.3.3 直线拟合

最小二乘法在诸多领域和方向得到了广泛的应用，而本节着重介绍最小二乘法在

直线拟合中的应用. 已知一组观测点 (x1, y1), (x2, y2), · · · , (xn, yn)分布在直角坐标系

中（如图 1.4），如何用一条直线拟合这些散点呢？

x

y

O

图 1.4 直线拟合示意图



· 8 · 第 1章 最小二乘法

不妨假设待求的直线方程为

y = ax+ b, (1.11)

其中 a代表直线的斜率，b为直线的截距，它们均为待求的未知变量. 显然，我们希望
已知的 n个观测都满足该直线方程，即

ax1 + b = y1

ax2 + b = y2

...

axn + b = yn

. (1.12)

实际应用中，(1.12)往往为矛盾方程，即不存在 a, b使得上述方程组的各个方程都

成立. 因而，退而求其次，我们接下来转而寻求 a, b，使得 (1.12)尽量成立. 借鉴 (1.6)，
我们可以建立直线拟合的优化模型为

min
a,b

f(a, b) =

n∑
i=1

(axi + b− yi)
2. (1.13)

方便起见，我们可以类比 (1.9)将 (1.13)中的目标函数重新表示为自变量为向量的情
形，这样，(1.13)可以转化为如下形式

min
c

f(c) = ∥Xc− y∥2, (1.14)

其中,

X =
[
x 1

]
=


x1 1

x2 1
...

...
xn 1

 , y =


y1

y2
...
yn

 , c =

[
a

b

]
.

根据 (1.10)，可得 (1.14)的最小二乘解为

c =
(
XTX

)−1
XTy. (1.15)

下面用一个非常简单的例子来直观展示最小二乘法的求解过程.

例 1.1用直线 y = ax+ b来拟合平面上的三个点：(1, 1), (2, 1)和 (3, 3).

解 根据给定的三个点的坐标，显然有 x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3；y1 = 1, y2 = 1, y3 = 3.
记

X =


1 1

2 1

3 1

 , y =


1

1

3

 ,
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根据公式 (1.15)可得

c =
(
XTX

)−1
XTy

=


[
1 2 3

1 1 1

]
1 1

2 1

3 1




−1 [
1 2 3

1 1 1

]
1

1

3


=

[
1

−1/3

]
,

即，待求直线方程为 y = x− 1
3 .

x

y

O 1 2 3 4 5

1

2

3

4

y = x− 1
3

图 1.5 三个点及其对应的拟合直线

1.4 最小二乘法的几何解释

对于方程组 (1.1)，(1.4)给出了其列空间表达，即 x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan = b.
当此方程组为矛盾方程组时，即当 b不能由系数矩阵 A的列向量线性表出时，(1.10)
给出的方程组的最小二乘解 x =

(
ATA

)−1
ATb即为我们想要的一组系数. 利用这组

系数对 A的各个列向量进行线性组合，将得到 A的列空间的一个新元素 Ax. 显然，
这个新元素 Ax在A的列空间，而向量 b不在 A的列空间，那么它们之间存在什么

关系呢？

事实上，由于Ax = A
(
ATA

)−1
ATb，记

PA = A
(
ATA

)−1
AT, (1.16)

显然Ax与 b之间的关系为

Ax = PAb. (1.17)

即，将 PA 作用于 b，就能得到 Ax，那么矩阵 PA 又是一个什么矩阵呢？它具有

什么性质呢？事实上，PA 就是由矩阵 A 构建的投影矩阵，将其作用于任何一个向
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量，都会将该向量投影到矩阵 A 的列空间. 因此，当 x =
(
ATA

)−1
ATb 时，Ax

就是向量 b 在 A 的列空间的投影，或者说，Ax 是 A 的列空间中距离向量 b 最近

的向量. 也即，当 (1.1) 为矛盾方程组时，虽然不存在一组系数 x1, x2, · · · , xn, 使得
x1a1 + x2a2 + · · · + xnan = b成立，但是方程组的最小二乘解 x =

(
ATA

)−1
ATb，

会使得 x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan（即Ax）最大程度靠近 b.

总结而言，从几何角度，最小二乘法相当于将常数项向量 b往系数矩阵A的列空

间上进行正交投影.

接下来，我们给出投影矩阵的严格定义.

定义 1.1（投影矩阵） 具有对称性的幂等矩阵，即为投影矩阵.

从定义可以看出，当一个矩阵 P为投影矩阵时，根据对称性，必然有 PT = P.
根据幂等性，必然有 P2 = P. 投影矩阵为幂等矩阵，意味着，在一个空间上投影一次
和投影两次甚至多次，结果是一样的.

在实际应用中，我们还经常用到投影矩阵 P的正交补投影矩阵 P⊥，其中

P⊥ = I−P, (1.18)

即正交补投影矩阵等于单位阵与投影矩阵之差. 对于 (1.16) 中的矩阵 PA, 容易验证
其满足投影矩阵的定义，即 PT

A = PA，P2
A = PA. 相应地 PA 的正交补投影矩阵

为 P⊥
A = I − PA，将 P⊥

A 作用于任意列向量，则将该向量投影到矩阵 A的列空间的

正交补空间. 值得注意的是，上述投影矩阵 PA 的定义一般要求矩阵 A 为列满秩矩

阵. 当 A为行满秩矩阵的时候，可先将其转置为列满秩矩阵 AT，相应的投影矩阵为

PAT = AT
(
AAT

)−1
A，将PAT 作用于任意向量，则可以将该向量投影到矩阵A的

行空间.

仍以上述的直线拟合为例. 显然,这 n个观测对 (x1, y1) , (x2, y2) , · · · , (xn, yn)可

以认为是二维空间的 n个散点. 同时,也可以将这些观测看作 n维样本空间的两个向

量 x =
[
x1 x2 · · · xn

]T
,y =

[
y1 y2 · · · yn

]T
. 利用 y = ax + b对这组散点

进行直线拟合,相当于寻找参数 a, b使得向量方程 y = ax+ b1成立或者尽量成立. 从
样本空间来看,其实就是找到向量 x与 1的最佳线性组合,使得该组合与向量 y 尽量

接近. 这相当于将向量 y 投影到向量 x与 1所张成的平面上，而投影点 y′ 即为该平

面上距离点 y最近的点（图 1.6）.

1.5 最小二乘法的概率解释

本节将从概率角度，对最小二乘法给出进一步解释. 仍以平面上一组观测点
(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xn, yn)的直线拟合为例. 在模型 (1.14)中，目标函数 f(a, b) =∑n

i=1(axi + b − yi)
2 代表因变量 y 的总体观测误差. 注意到，这个总体观测误差由 n
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x

y

z

O

x

y

1

y′

图 1.6 最小二乘法的几何解释，其中 x =
[
1 2 3

]T
, y =

[
1 1 3

]T
, 1 =[

1 1 1
]T,最小二乘法对应着三个向量之间的投影关系. 当以 y = ax+ b来拟合散点

时，对应到样本空间，相当于寻求向量 y到向量 x和 1所张成平面（span(x,1)）上
的投影 y′

个部分构成. 其中的每一项 (axi + b− yi)
2均代表相应观测点的因变量的观测误差. 即

对于每个观测点的因变量的观测误差，都用模型解 (axi + b)与观测值 yi 的差的平方

来衡量. 这正是相应的方法命名为最小二乘法而不是最小一乘或者最小三乘的原因所
在. 接下来，从概率的角度对这一问题进行进一步阐述.

在直线拟合问题中，由于 (1.12)一般为矛盾方程，因此我们可以把 (1.12)写为如
下的形式 

y1 = ax1 + b+ ε1

y2 = ax2 + b+ ε2

...

yn = axn + b+ εn

, (1.19)

其中，εi 为第 i个因变量 yi 的观测误差，它对应着不能被线性模型刻画的因素. 由于
误差的不确定性，其中的每一个观测误差 εi都可以看作一个随机变量. 假设 εi服从均

值为 0，标准差为 σ的正态分布，即 εi ∼ N
(
0, σ2

)
，则其概率密度函数为1

f (εi) =
1√
2πσ

exp

(
− ε2i
2σ2

)
. (1.20)

1在本书，模型误差函数和概率密度函数都用 f(·)来表示，请读者注意区分.
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这意味着，在给定 xi 和参数 a, b的情况下，因变量 yi 也服从同样的正态分布，即

f (yi | xi; a, b) =
1√
2πσ

exp

(
− (axi + b− yi)

2

2σ2

)
. (1.21)

我们可以定义所有观测数据关于参数 a, b的似然（Likelihood）函数如下

L(a, b) = f (y1, y2, · · · , yn | x1, x2, · · · , xn; a, b) . (1.22)

显然，似然函数 L(a, b)为给定 x1, x2, · · · , xn 和参数 a, b情况下，y1, y2, · · · , yn 的联
合概率密度函数. 不妨假设所有的误差项 εi 独立同分布，那么联合概率密度函数等于

所有因变量的概率密度函数的乘积，即

f (y1, y2, · · · , yn | x1, x2, · · · , xn; a, b) =

n∏
i=1

f (yi | xi; a, b) , (1.23)

因此，

L(a, b) =

n∏
i=1

f (yi | xi; a, b) =

n∏
i=1

1√
2πσ

exp

(
− (axi + b− yi)

2

2σ2

)
. (1.24)

选择合适的参数 a, b，使得观测数据出现的可能性最大（即 L(a, b)最大），即为关于参

数 a, b的最大似然问题. 为了便于求解，定义 l(a, b) = ln(L(a, b))，显然最大化 L(a, b)

与最大化 l(a, b)是等价的. 由于

l(a, b) = ln

(
n∏

i=1

f (yi | xi; a, b)

)
= ln

(
n∏

i=1

1√
2πσ

exp

(
− (axi + b− yi)

2

2σ2

))

=

n∑
i=1

ln

(
1√
2πσ

exp

(
− (axi + b− yi)

2

2σ2

))

=n ln
1√
2πσ

−
n∑

i=1

(axi + b− yi)
2

2σ2
,

(1.25)

并且 1
2σ2 为常数. 因此，最大化 l(a, b)，就相当于最小化

∑n
i=1(axi + b − yi)

2. 而∑n
i=1(axi + b − yi)

2 正好为 (1.13)的目标函数，即 f(a, b) =
∑n

i=1(axi + b − yi)
2. 因

此，在观测误差满足独立同高斯分布的前提下，直线拟合问题的目标函数中的平方项

是一个必然的结果.

从上面的推导可以看出，各个观测点的模型误差满足独立同分布的高斯分布是最

小二乘法能够行之有效的前提. 如果此条件不能得到满足，用最小二乘法拟合数据很
多情况下将不能得到合理的结果.

由于各个观测互不影响，因此不同观测点的观测误差之间的独立性一般都是成立

的，那么接下来我们重点关注每一个观测点的模型误差是否都满足高斯分布. 事实上，
概率论中的中心极限定理为这个前提条件的成立提供了一定的理论保证.
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定理 1.1（中心极限定理） 假设随机变量 δ1, δ2, · · · , δn相互独立，在一定条件下2，它

们的平均 1
n

∑n
i=1 δi 随着 n的增大趋于高斯分布.

对于上述直线拟合问题中的观测数据的每一个误差项 εi，都可以认为它由多种不

相干的因素构成，而每一个因素也可以认为是一个随机变量，不妨将其记为 εij , j =

1, 2, · · · k，其中 k 为随机因素的个数. 因此，εi 可以表示为多个随机变量的平均，即

εi =
1
k

∑k
j=1 εij . 而当这些随机因素的个数比较大时，根据中心极限定理，他们的平

均 εi 必然趋于高斯分布. 因此，一般情况下，我们假设直线拟合中不能被模型刻画的
观测误差满足高斯分布是合理的.

1.6 最小二乘法在应用中的问题

前面的几节给出最小二乘法的相关理论结果，但在实际应用中，针对不同的应用

场景，最小二乘法还存在着各种问题. 接下来，我们将对其中的变量问题、约束问题、
病态问题、异常问题、目标函数问题等几个常见的问题展开讨论.

1.6.1 变量问题

在本小节，我们仍以直线拟合为例，探讨最小二乘法中的变量问题. 在 1.3.3节中，
对于给定的一组散点 (x1, y1), (x2, y2), · · · , (xn, yn)，通过最小二乘法，我们给出了拟

合这组散点的直线方程 y = ax + b. 这样做，其实隐含了一个前提条件：x为自变量，

y为因变量. 那么我们不免要问，对于同样的这组散点，如果把 y当做自变量，x当做

因变量，即用 x = a′y + b′ 来拟合这组散点是否可以得到同样的结果呢？或者说，用

x = a′y + b′ 来拟合这组散点，和用 y = ax + b来拟合这组散点是否会得到同一条直

线呢？容易验证，如果它们为同一条直线，必有下列等式成立
a′ =

1

a

b′ = − b

a

. (1.26)

接下来我们把 y当做自变量，x当做因变量，用 x = a′y + b′来拟合这组散点. 同
样记

x =
[
x1 x2 · · · xn

]T
, y =

[
y1 y2 · · · yn

]T
, 1 =

[
1 1 · · · 1

]T
,

这组散点的直线拟合方程 x = a′y + b′ 的确定，相当于寻求系数 a′, b′，使得下面的方

2在 Lindeberg-Levy定理中这个条件为随机变量具有相同的分布，在 Lindeberg-Feller定理中这个条件为 Lin-
deberg条件，该条件不要求随机变量具有相同的分布.
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程组尽量成立 

a′y1 + b′ = x1

a′y2 + b′ = x2

...

a′yn + b′ = xn

. (1.27)

其对应的向量形式为

a′y + b′1 = x,

令

Y =
[
y 1

]
, c′ =

[
a′ b′

]T
,

则最佳系数 a′, b′ 的确定问题转化为如下优化模型

min
c′

g (c′) = ∥Yc′ − x∥2 . (1.28)

借鉴 (1.14)可以得到 (1.28)的最小二乘解为

c′ =
(
YTY

)−1
YTx. (1.29)

至此，我们通过自变量和因变量位置的互换给出了两种直线拟合的方式. 那么，
这两种直线拟合的方式是否等价呢？下面我们仍然用 1.3.3节的例子1.1中的三个散点
(1, 1), (2, 1), (3, 3)来对此问题进行验证. 记

Y =


1 1

1 1

3 1

 , x =


1

2

3

 ,

根据公式 (1.29)，可以得到

c′ =
(
YTY

)−1
YTx =

[
0.75

0.75

]
,

对应的直线方程为（如图 1.7）

x = 0.75y + 0.75,

即 a′ = b′ = 0.75，显然 a′ ̸= 1
a , b

′ ̸= − b
a，即等式 (1.26)不成立. 这说明，这两种直线

拟合得到的结果是不等价的. 从图 1.7也可以看出，利用 x = a′y + b′得到的拟合直线

与利用 y = ax+ b拟合的直线并不是同一条直线.

接下来，我们从模型的目标函数本身来对上述现象进行进一步解释. 当用 y =

ax + b来拟合散点时，模型的目标函数（见 (1.13)或者 (1.14)）反映的是各个散点在
Y轴方向到拟合直线的距离的平方和（图 1.8a）. 而当用 x = a′y + b′ 来拟合散点时，



1.6 最小二乘法在应用中的问题 · 15 ·

x

y
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1
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3

4

y = x− 1
3

x = 0.75y + 0.75

图 1.7 分别用 y = ax+ b和 x = a′y + b′ 拟合散点，得到不同的直线方程

模型的目标函数（见 (1.28)）则反映的是各个散点在 X轴方向到拟合直线的距离的平
方和（图 1.8b）. 即在 y = ax+ b中，x为自变量，y为因变量，此时的最小二乘解把

因变量 y 的观测误差降到最小. 而在 x = a′y + b′，y 为自变量，x为因变量，此时的

最小二乘解则使得因变量 x的观测误差降至最小. 总的来说，最小二乘法总是使得因
变量的观测误差达到最小.

x

y

O

y = ax+ b

(a)

x

y

O

x = a′y + b′

(b)
图 1.8 当 x和 y 互为自变量和因变量时直线拟合的直观解释 (a) x为自变量 (b) y 为
自变量

从上面的讨论可以看出，对于给定的观测数据，选哪个变量作为自变量，哪个变

量作为因变量将会对最终的最小二乘结果产生较大的影响. 那么，在实际的应用中，该
如何界定自变量与因变量呢？一个基本的原则就是，应当选择观测误差小甚至没有观

测误差的变量作为自变量；相应地，观测误差大的变量应当被选择为因变量.

真实的数据可能存在所有的观测变量误差都比较大的情况，此时用前面任何一

种最小二乘法都可能导致较大的误差. 这种情况下，各个变量地位相当，没有明显的
因果关系，解决此类问题一般需要引入总体最小二乘法. 图 1.9 给出两个变量时总体
最小二乘法的直观解释. 它最终得到的直线将会使各个散点到该直线距离（即垂直距
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离或垂线距离）的平方和最小. 由于总体最小二乘可以归结为主成分分析，我们将在
第 2章对其展开进一步讨论，这里就不再赘述.

x

y

O

cx+ dy = 1

图 1.9 总体最小二乘法的直观解释，此时变量 x和 y 都有较大的误差，且没有明显
的因果关系

此外，从几何角度，当以 x = a′y + b′ 来拟合这组散点时，在样本空间中相

当于寻找向量 x =
[
x1 x2 · · · xn

]T
到向量 y =

[
y1 y2 · · · yn

]T
与 1 =[

1 1 · · · 1
]T
所张成的平面的投影点 x′（图 1.10 ）. 显然，这与图 1.6 所表示

的是完全不同的几何关系. 这再次说明了用 y = ax+ b进行直线拟合与用 x = a′y + b′

进行直线拟合一般情况下将得到不同的结果.

x

y

z

O

x

y

1

x′

图 1.10 最小二乘法的几何解释：其中 x =
[
1 2 3

]T
, y =

[
1 1 3

]T
, 1 =[

1 1 1
]T,最小二乘法对应着三个向量之间的投影关系. 当以 x = a′y + b′ 来拟合散

点时，对应到样本空间，相当于寻求向量 x到向量 y和 1所张成平面（span(y,1)）上
的投影 x′
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1.6.2 约束问题

上述所有最小二乘法的理论和实例，均对未知量没有任何约束. 实际应用中，这
些变量可能会有实际的物理意义，因此需要对它们添加相应的约束以满足相应的物理

性质.
仍然假设 (1.1) 为矛盾方程组，同时假设未知变量 x 需要满足 m 个等式约束

hi(x) = 0，i = 1, 2, · · · ,m和 p个不等式约束 gj(x) ≤ 0，j = 1, 2, · · · , p，则相应的
最优化模型为 

min
x

f(x) = ∥Ax− b∥2

s.t. hi(x) = 0, i = 1, 2, · · · ,m

gj(x) ≤ 0, j = 1, 2, · · · , p

. (1.30)

一般情况下，此模型不存在类似于 (1.10)的解析解. 在经典的最优化理论里面提供了
解决这类问题的诸多方法，并且很多方法都被收录在诸多应用软件中，因此这里就不

再对此问题展开讨论. 下面用一个简单的例子，从几何上给约束最小二乘一个直观的
解读.
假设系数矩阵 A由三维空间中的两个向量组成，即 A =

[
a1 a2

]
. 为了直观起

见，不妨假设 a1,a2 都在平面 Oxy内（如图 1.11所示），并且分别用点 A1, A2 表示.
同时假设常数项向量 b在 Oyz平面，并用点 B 表示.
当没有任何约束项时，线性方程组的求解问题等价于求解下面的最优化模型，

min
x

f(x) = ∥Ax− b∥2. (1.31)

正如 (1.10)所给出的，此模型存在解析解，并且此模型的解等价于点 B 往 OA1, OA2

所张成的平面的投影，对应投影点 B1.
如果只考虑等式约束，并假设只有一个等式约束 1Tx = 1，其中 1 =

[
1 1

]T
，即

x的两个分量之和为 1. 此时，线性方程组的求解问题可以转化为如下等式约束的最优
化问题 min

x
f(x) = ∥Ax− b∥2

s.t. 1Tx = 1
. (1.32)

此模型也存在解析解（具体请参考第 6.3节），并且此模型的解等价于点 B 往 A1, A2

两个点所在直线的投影，对应投影点 B2.
如果只考虑不等式约束，并假设只有一个不等式约束 x ≥ 0，即 x的所有分量都

是非负的. 此时，线性方程组的求解问题可以转化为如下非负约束的最优化问题min
x

f(x) = ∥Ax− b∥2

s.t. x ≥ 0
. (1.33)
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x

y

z

O

A1

A2

B

B1

B2
B3

图 1.11 约束最小二乘法：点 B的 4种不同投影方式对应着 4种不同约束的最小二乘
法，其中 B1对应着模型的无约束最小二乘解，B2对应着模型的等式约束最小二乘解，
B3 对应着模型的非负约束最小二乘解，B4(A2)对应着模型非负、等式约束最小二乘
解

此模型不存在解析解，但可以通过最优化理论中的罚函数、有效集等方法得到该模型

的最优解. 此模型的解等价于点 B 往两个点 A1, A2 所对应的向量所夹的黄色区域的

投影，对应投影点 B3（此时的投影点可以理解为点 B 到黄色区域的最短距离点）.

如果同时考虑上述的等式约束和非负约束，此时，线性方程组的求解问题可以转

化为如下两个约束的最优化问题min
x

f(x) = ∥Ax− b∥2

s.t. 1Tx = 1,x ≥ 0
. (1.34)

此模型也不存在解析解，但是也可以用罚函数、有效集等方法得到该模型的最优解.
此模型的解等价于点 B往 A1, A2两个点所连接的线段的投影，对应投影点 B4（此时

的投影点可以理解为点B到该线段的最短距离点）. 值得注意的是，此时的投影点B4

与点 A2 是重合的，因此在图 1.11中我们并没有标出 B4.

1.6.3 病态问题

对于一个线性方程组 Ax = b，当其系数矩阵的条件数很大时，此方程组为病态

方程组. 此时，A或者 b的微小扰动都可能导致方程组的解 x发生较大的变动. 比如
线性方程组  5x+ 7y = 0.5

7x+ 10y = 0.7
, (1.35)
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的解为 x = 0.1, y = 0. 如果我们对 (1.35)中右边的常数项 b进行微调，使得线性方程

组变为  5x+ 7y = 0.51

7x+ 10y = 0.69
,

则方程的解变为 x = 0.27, y = −0.12. 可见 b的微小变动引起了方程的解的较大变动.
之所以会产生这个现象，正是因为该方程组的系数矩阵具有较大的条件数. 接下来我
们首先给出矩阵的条件数的定义.

定义 1.2（矩阵的条件数） 矩阵A的条件数等于A的范数与A−1的范数的乘积（矩

阵范数相关定义见附录 A），即 cond(A) = ∥A∥∥A−1∥.

可以验证，当取矩阵的 2-范数时，矩阵 A的条件数等于该矩阵的最大奇异值与

最小奇异值之比，即

cond(A) =
σmax

σmin
,

其中 σmax 为矩阵A的最大奇异值，而 σmin 为A的最小奇异值.
在 (1.35)中，计算可得，系数矩阵A有两个奇异值，分别为 σ1 = 14.933，σ2 = 0.067.

显然，矩阵A的两个奇异值相差悬殊，这必然导致A具有较大的条件数

cond(A) =
σ1

σ2
= 222.9955.

相应地，线性方程组 (1.35)为病态方程组.
为了缓解线性方程组中系数矩阵的病态问题，常用的方法是在优化模型 (1.9)中

加入一个正则项（这也是岭回归[1]的思想），得到如下最优化模型

min
x

f(x) = ∥Ax− b∥2 + λ∥x∥2. (1.36)

这里 λ为一个需要人为设定的正数. 为了得到 (1.36)的解，我们可以先计算目标函数
对自变量的导数，并令其等于零向量

∂f(x)

∂x
= 2ATAx− 2ATb+ 2λx

令
= 0,

可得

x =
(
ATA+ λI

)−1
ATb. (1.37)

其中 I为相应阶数的单位矩阵.
当矩阵A的条件数很大时，ATA必然包含一个相对特别小的特征值，而对应的

逆矩阵
(
ATA

)−1
必然对某些方向（比如属于该特征值的特征向量方向）的向量具有

极大的放大作用，这正是相应的线性方程组为病态方程组的原因所在. 而 (1.37)中扰
动项 λI的加入，使得ATA+λI的条件数一般情况下都要远小于ATA的条件数，从

而可以一定程度克服线性方程组的病态问题.
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1.6.4 异常问题

在直线拟合问题中，当因变量和自变量的观测点的分布呈现一定的线性关系的时

候，可以用最小二乘法得到很好的拟合结果. 但在实际应用中，当观测点受到噪声污
染的时候（如图 1.12），直接利用最小二乘法对包括噪声点在内的所有观测点进行直
线拟合在很多情况下难以得到理想的结果.

x

y

O

图 1.12 受噪声污染的观测数据

为了解决噪声污染下的直线拟合问题，研究人员发展了各种策略，其中常用的包括

加权最小二乘法、Huber回归、随机采样一致性（Random Sample Consensus, RANSAC）
[2]等方法. 接下来，简要介绍一下 RANSAC的大体思路.
利用 RANSAC 进行直线拟合可以分为初筛和拟合两个阶段. 在初筛阶段，随机

给出包含 s 个散点的原始观测点的一个子集，然后对这 s 个点利用最小二乘法进行

直线拟合. 设定一个阈值 d，记录下所有的观测点中与该直线的距离小于 d的点（称

为内点），并将所有的内点存储在一个集合 Si 中. 重复以上步骤，当出现内点个数增
加的情形，则更新 Si. 对最终的内点集合 Si 进行直线拟合即为我们想要的最终结果.
图 1.13 ∼图 1.15给出了初筛过程的简单示意图，从中可以看出，图 1.15包含了更多
的内点，利用这些内点进行直线拟合显然会得到我们想要的结果.

x

y

O

图 1.13 随机采样一致性. 随机子集的散点标为红色，距离随机子集的拟合直线的距
离小于给定阈值的点标为黄色（本图中有 6个点）
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x

y

O

图 1.14 随机采样一致性. 随机子集的散点标为红色，距离随机子集的拟合直线的距
离小于给定阈值的点标为黄色（本图中有 8个点）

x

y

O

图 1.15 随机采样一致性. 随机子集的散点标为红色，距离随机子集的拟合直线的距
离小于给定阈值的点标为黄色（本图中有 21个点）

1.6.5 目标函数问题

最小二乘法不但可以用于直线拟合，而且可以用于曲线拟合；不仅可以处理单变

量的观测数据，同时也可以处理多变量的观测数据（对应曲面拟合）.

给定一组观测数据 (x1, y1), (x2, y2), · · · (xn, yn)，下面给出用 m次多项式来拟合

这些散点的过程

y = f(x) = a0x
m + a1x

m−1 + · · ·+ am−1x+ am.

注意到，参数 a =
[
a0 a1 · · · am

]T
的确定等价于下面的最优化问题

min
a

g(a) = ∥Xa− y∥2, (1.38)
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其中

xi =
[
xi
1 xi

2 · · · xi
n

]T
, i = 1, 2, · · · ,m,

y =
[
y1 y2 · · · yn

]T
,

1 =
[
1 1 · · · 1

]T
,

X =
[
xm · · · x1 1

]
,

.

则很容易得到 (1.38)的最小二乘解为

a = (XTX)−1XTy. (1.39)

比较 (1.15)可以看出，直线拟合和曲线拟合并没有本质的区别.

在多数情况下，对于一组给定的观测点，我们首先需要选取适当的目标函数，然

后利用最小二乘法对其进行直线或者曲线拟合. 但有些情况下，我们很难用一个简单
的函数来描述给定的散点分布，如图 1.16 . 对于这种情况的曲线拟合，该如何进行处
理呢？

x

y

O

y = f(x)?

图 1.16 未知目标函数表达式的曲线拟合问题

第一种常用的方法是采用多项式对上述散点进行拟合. 如果多项式的次数设定合
理，在多数情况下，多项式拟合都会得到不错的结果. 但在多项式拟合中，多项式的
次数是一个需要人为设定的量，不合理的次数会导致过拟合或者欠拟合现象.

第二种常用的方法则是利用局部最小二乘法对任意形状的散点分布进行曲线拟

合. 假设最终的拟合函数为 y = f(x)，自变量 x的每一个位置处，相应的 y值只需要

利用该位置附近的若干观测点进行直线拟合确定. 该方法隐含了一个前提，即数据的
分布在局部是线性或者接近线性的. 在观测点足够多，分布足够密的时候，利用局部
最小二乘法一般都会得到不错的结果.
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1.7 小 结

至此，本章的内容总结为以下 6条：
1. 从行空间角度，线性方程组的解为各个方程所对应的超平面的交集.
2. 从列空间角度，线性方程组的常数项向量为系数矩阵的各个列向量的线性表出，
且表出系数即为待求的解.

3. 最小二乘法是求解矛盾方程组的常用方法.
4. 代数上，线性方程组的最小二乘解对应着矩阵的广义逆操作.
5. 几何上，线性方程组的最小二乘解等价于线性方程组的常数项向量在系数矩阵的
列空间的正交投影.

6. 概率上，最小二乘法基于线性方程组模型误差服从高斯分布.
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